Data de Publicacao

Resumo

Palavras Chave
Tipo

Revisdo de Pares
Colegdes

J7
Lusiada”

Repositorio das Universidades Lusiada

Universidades L usiada

Martins, Ragquel Conceicdo Maia, 1978-
Asespirais
http://hdl.handle.net/11067/489

M etadados
2013-10-11

Esta tese consiste no estudo de um certo tipo de curvas planas, mais
precisamente nas espirais, baseado no Tratado das curvas Especiais
Notéveis de Francisco Gomes Teixeira. O trabalho esta dividido em duas
partes. Na primeira parte sera feita uma sintese de conceitos e resultados
de calculo diferencial eintegral que sdo necessarios para estudar estas
curvas planas e que vao ser utilizados nos capitul os seguintes. Parte-se do
principio que os conceitos béasicos de calculo infinitesimal, nomeada...
Espirais

masterThesis

N&o

[ULL-FCEE] Dissertactes

Esta paginafoi gerada automaticamente em 2024-12-27T11:47:04Z com
informacéo proveniente do Repositério

http://repositorio.ulusiada.pt


http://hdl.handle.net/11067/489

-y
fJ;_
8o
=]
>
17
. g
y o
CeT O

UNIVERSIDADE LUSIADA DE LISBOA
Faculdade de Ciéncias da Economia e da Empresa

Mestrado em Matematica

As espirais

Realizado por:

Raquel da Conceigcédo Maia Martins
Orientado por:

Prof.2 Doutora Margarida Moreira Barros

Constituicao do Juri:

Presidente: Prof. Doutor Eng. Diamantino Freitas Gomes Duréo
Orientadora: Prof.2 Doutora Margarida Moreira Barros
Arguente: Prof. Doutor Antonio Manuel Reis de Bivar Weinholtz
Dissertacao aprovada em: 21 de Junho de 2012

Lisboa

2010




Universidade Lusiada de Lisboa

As Espirais

Raquel da Conceicdo Maia Martins

Dissertacdo para obtencéo do grau de Mestre

Professor Orientador: Doutora Margarida Barros

Lisboa 2010



Agradecimentos

As minhas primeiras palavras de agradecimento tém de ir, forcosamente, para 0s
meus pais. Com o amor, carinho e todo o apoio que sempre me demonstraram foi possivel,
ndo s6 este trabalho, mas toda a minha formacéo. Para com os meus pais, tenho uma divida
de gratiddo eterna.

Ao Paulo, meu marido, pela paciéncia, estimulo e apoio incondicional desde a pri-
meira hora, sem 0s quais nao teria sido possivel chegar ao fim.

Ao Vasco, por ser um filho adoravel, espero que o empenho que ponho neste traba-
Iho lhe possa servir de estimulo para vir a ser um bom aluno.

Finalmente, um agradecimento muito especial a minha orientadora, Professora
Doutora Margarida Barros, pela competéncia cientifica, apoio bibliografico, bem como
pela disponibilidade de tempo que generosamente me dedicou ao longo destes meses.



Indice

Resumo 4
Abstrat 5
| PARTE- Conceitos e resultados gerais sobre curvas 6
1. Definicéo de Curva 6

2. Coordenadas polares 8

2.1 Angulo entre o raio vector e a tangente 8

2.2 Comprimentos da tangente, da normal, subtangente e da subnormal polar__10

2.3 Area entre uma curva e dois raios vectores 11
2.4 Comprimento de um arco 12
2.5 Curvatura 13
2.6 Raio de Curvatura 15

3. Coordenadas Cartesianas

3.1 Curvatura

3.2 Centro de gravidade

4. Integrais elipticos

Il Parte- As espirais

1.Espiral de Arquimedes

2.Espiral de Galileu

3. Espiral de Fermat

4. Espiral Parabolica

5. Espiral Hiperbdlica
6. Lituus

7. Espiral Logaritmica
8. Espiral de Poinsot
9. Espiral Tractriz

10. Clocleoide

11. Clotéide



Resumo

Esta tese consiste no estudo de um certo tipo de curvas planas, mais precisamente
nas espirais, baseado no Tratado das curvas Especiais Notaveis de Francisco Gomes Tei-
xeira.

O trabalho esta dividido em duas partes. Na primeira parte sera feita uma sintese de
conceitos e resultados de célculo diferencial e integral que sdo necessarios para estudar
estas curvas planas e que vao ser utilizados nos capitulos seguintes. Parte-se do principio
que os conceitos basicos de calculo infinitesimal, nomeadamente, derivacdo, coordenadas
polares e integracdo, sdo conhecidos, assim como as noc¢des basicas de Geometria Diferen-
cial de curvas.

As curvas sdo estudadas na segunda parte. Esta é composta por onze capitulos, cada
um dedicado ao estudo de uma espiral especifica.

Por diversas vezes os calculos efectuados ndo sdo concordantes com os encontrados
na obra referida. Sempre que tal acontece indica-se em nota de rodapé o resultado obtido
por Gomes Teixeira.

Para a construcdo de figuras foram usados os softwares: GSP , Winplot e o Mathe-

matica.



Abstrat

This thesis is to study a certain type of plane curves, more precisely on the spirals,
based on the Treaty of curves Special Noteworthy Francisco Gomes Teixeira.

This essay is divided into two main parts. The first part will be a synthesis of con-
cepts and results of calculation and integral differential that are needed to study these
smooth curves and that will be used in later chapters. It starts from the principle that the
basic concepts of calculus, namely derivation, integration and coordination polar as known
as well as the basics of differential geometry of curves.

The curves are studied in the second part. This consists of eleven chapters, each
devoted to the study of a special spiral.

Several times the calculations are not consistent with those found in the work cit-
ed. When this happens it is stated in a footnote the result obtained by Gomes Teixeira.

For the construction of the figures were used software: GSP, Winplot and Mathe-

matica.



I PARTE- Conceitos e resultados gerais sobre curvas

1. Definicdo de Curva

Vamos comecar por introduzir uma definicdo de curva plana. O conceito de curva é
muito varidvel e aquele que vai ser apresentado ndo é certamente o0 mais comum e simples.
Tem, no entanto, a vantagem de ser bastante abrangente e incluir todas as espirais estuda-

das nesta tese.

Um arco plano é uma funcéo diferenciavel (C* ou pelo menos C?)

“ 2
'— , onde | é um intervalo de R,
t(f(t).a(t))
tal que:

1. Se se tsdo pontos interiores de |, (f(t),g(t))=(f(s).9(s)),seesoset=s;
2. Se s éinterior f (s)e g (s) nao sdo simultaneamente nulas.

Otrago doarco a é a(l).

64

. Tt

a(l)=traco de o

Figura 1

Se | =[a,b], o arco tem como ponto inicial «(a) e ponto final & (b).

Vi
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Figura 2
Note-se que a condicdo 1. exclui auto intersecdes do trago.

Uma curva parametrizada é composta por varios arcos, sendo o ponto inicial de um
arco coincidente com o ponto final de outro. Mais precisamente, uma curva é o grafico de

uma funcao
a:l >R
te(f(t).9(t))
tal que o intervalo | admite uma divisdo num numero finito ou numeréavel de subinterva-

los de limites ... <t, <t,, <...tal que a restri¢do a cada subintervalo [t,,t ;] é um arco.
E comum definir curvas como o grafico de uma equacdo f(x, y):O ou
g(@,p):O, conforme as coordenadas sdo cartesianas ou polares. Ora o grafico destas

equagbes (onde f e gsdo C?) é, em geral, uma curva parametrizavel. De facto, se num

ponto (xo, yo) as derivadas parciais ndo sdo simultaneamente nulas, o teorema da funcéo
implicita garante a existéncia de uma funcédo ¢(x) ou ¢(y) tal que f(x,¢(x)):0 ou

f((o(y),y):O, conforme f =20 ou f,#0. Uma parametrizagio local €

a(x)=(x¢(x)) ou a(y)=(e(y).y).

VI



2. Coordenadas polares

2.1 Angulo entre o raio vector e a tangente

Seja, em coordenadas polares, p= f(@) a equagédo de uma curva e P :(p,e) um

ponto da mesma.

Teorema: Se v é o angulo compreendido entre o raio vector OP e a tangente em P, en-
téo
P do

tgv=<-,0nde p'=—"—.
g IS o 40

Figura 3
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Demonstracéo:
Por P e um ponto Q (p+ Ap, 0+A¢9) da curva, proximo de P, tracemos a recta
AB . Tracemos também a perpendicular PRa OQ, sendo R o ponto de interseccdo das

duas rectas.

Observando a figura, podemaos inferir as igualdades seguintes:
. OQ=p+Ap,

o angulo POQ=A4,

. PR=psenAd,

o OR=pcCos A8,

PR PR PSENAD
RQ OQ-OR p+Ap—pcosAf’

tg PQR =

Fazendo A@ tender para zero, o ponto Q tende para P, a secante AB gira em torno de P

e tende para a tangente PT e o0 dngulo PQR tende para v.

Logo
tgv = lim PSENAE _ lim PSENAE _ lim PSENAD .
2650 p+Ap—pCOSAD 860 p(1-COSAD)+Ap 860 2psen2A—9+Ap
2
Dividindo o numerador e o denominador por A&, obtém-se:
senAd senA—e
tgv=lim A0 , € como lim senAé?: lim =1, bem resulta
A0 senA—e A0 AQ A6—0 M
psen——. 2 +A—p 2
2 A0 AQ
2
que
gv-—L23___2

No texto que se segue usaremos a notacdo AB para designar uma recta AB, o

segmento de extremos Ae B ou o comprimento do mesmo, sendo claro no contexto.



2.2 Comprimentos da tangente, da normal, subtangente e da subnormal polar

Por um ponto P da curva, tracemos a tangente e a normal. Considere-se a recta que
passa na origem e é perpendicular ao raio vector do ponto P. Seja T e N respectivamente
as interseccOes desta Ultima com a tangente e a normal.

Diz-se que comprimento da tangente polar € TP, o comprimento da normal polar é
PN, OT comprimento da subtangente polar e ON comprimento da subnormal polar, da

curvaem P.

odo

No triangulo OPT , tgv:O—T, logo OT =pth=pd— conclui-se que comprimento da
p p

subtangente polar Sté
St = pzd—e .
dp

T
sen (—vj
No triangulo OPN , tg (%—Vj _ON PN 2 _ON o S0SV _ ON

P cos(z—v) P eV p

tgv = OLN Sty = ON conclui-se que comprimento da subnormal polar Sné
Sn= d—p
déo

De notar que, quando o comprimento da subtangente ou da subnormal num ponto é
conhecido, a tangente e a normal podem ser construidas facilmente, pois cada uma delas é

a hipotenusa de um triangulo rectangulo.

414 PT= comprimento da tangente

T+ p

OT=com primento da subtangente 2+

PN=comprimento da normal

ON=com primento da subngrmal
24

Figura 4



2.3 Area entre uma curva e dois raios vectores

Seja p=f(0) a equacdo de uma curva, OPF, e OP, dois raios vectorese o e S 0s

angulos que os raios vectores formam com o eixo polar.

OP

n

OPR, =(,02,l92)

OPl:(pl’el)

Figura 5

Para calcular a area limitada pela curva e os dois raios vectores considera-se essa

area como o limite da soma de sectores circulares como os da figura e se Ag,AG,,..., sdo
0s angulos céntricos dos sucessivos vectores e p,, p,,... , 0S raios, a soma das areas dos

sectores é

%p1A0+;p2A0+ A= pnA<9 z p,A<9

pois a area de um sector circular é igual ao produto da metade do raio pelo arco e o arco é
0 produto do raio pelo angulo do sector.
Aplicando o teorema fundamental do célculo vem,

&1, 1,

n—ow 4
i=1 a

Portanto a area descrita pelo raio vector da curva ao mover-se da posicdo OR, para a posi-

/ ‘l ee[ 2 | ,C dé 1

onde p, expresso em termos de &, provém da equacdo da curva.

Xl



2.4 Comprimento de um arco
Seja A um ponto fixo da curva e P outro ponto. Vamos seguidamente calcular o

comprimento s do arco compreendido entre A e P.

Se Q é um ponto da curva proximo de P, 0 acréscimo As (do arco PQ), satisfaz a igual-

-P| arcoPQ

dade

yA Ay

Figura 6

E facil concluir, observando a figura que
(corda PQY = (Ax) +(Ay Y.
Multiplicando e dividindo por (As)’ o primeiro membro e dividindo ambos os membros
por (Ax)*, obtemos
SRR

Se extrairmos a raiz quadrada e multiplicarmos ambos 0s membros por dx, obtemos

1
2\2
ds:£1+(ﬂj J dx.
dx

2 2
Analogamente, multiplicando ambos os membros de (?J =1+ (j—y} por dx*, obtemos
X X

Xl



ds® = dx*+dy* que multiplicando e dividindo o segundo membro por dy , resulta também

o [ofg] o

Usando as relagbes x= pcos@ e y= psendentre coordenadas rectangulares e polares,

obtemos

dx =cosfdp — psendd@l e dy =senddp — pcosfdEb.

Substituindo estas expressdes em ds” = dx*+dy? , resulta

ds =,/ dp* + p°dé,

1
27z
ds={p2+(%)} dé.

Assim obtivemos a férmula para o comprimento do arco,

Ao

onde p e @ figuram em termos de & e provém da equacdo da curva dada.

No caso da curva ser dada na forma @=¢(p), entdo dd=¢'(p)dp =j—0dp
Yo

ou escrito de outro modo,

1
Substituindo esta dltima em [p2d6? + dp? |2 , resulta

1
2 2
[pz{d—gj +1] dp.
dp

Logo, se p, e p, sdo os correspondentes limites da varidvel independente p, obtemos a

férmula para o comprimento do arco.

1
p2 2 2
S:I p° a0 +1| dp,
PL dp

onde 3—0 em termos de p deve ser obtido da equagéo da curva dada.
0

X1



2.5 Curvatura

A concavidade de uma curva depende da velocidade de mudanca de direc¢do da
curva. Esta velocidade, quando calculada num dado ponto, chama-se Curvatura K da curva
no ponto.

Na figura Q é um ponto da curva préxima do ponto P, onde vamos calcular K.
Quando P descreve 0 arco PQ (=As), a tangente PT varia, tomando a posi¢do QR

quando P esta sobreQ. Portanto o angulo r que a tangente PT faz com OX recebe um

acréscimo Ar.

s - . Ar T
Por definigdo a curvatura média do arco PQ é s e acurvaturaem P é o limite da curva-
S

tura média quando Q tende para P ( movendo-se sobre a curva), isto é,

K =lim 2F 29"
As—0 AS ds

Figura 7

XV



Teorema: Quando a equacdo de uma curva é dada em coordenadas polares a curvatura é

dada por
K_p2+2p/2_ppu
- 3
(,02 +p12)5
Demonstracdo: Se v é o angulo formado pela tangente e o raio vector, entdo
dr dv

r=6+v,logp —=1+—.
do déo

E pelo teorema da seccédo 3.1, v:arctgﬁl. Derivando esta ultima igualdade em ordem a

6, obtemos
ﬂ_p'Z—PP”
d@ p2+pr2 )
1
o ds dp) 2 ds 1
Consequentemente, dividindo — por — =| p? +| —-£ o —=( p*+p"?%)2,
| do " 4o {p (de” PR GRS
obtém-se
dr P +2p"—pp"
@_ p2+p!2 <:>£_p2+2pr2_ppr
ds L ds EE
@ (p2+,02)2 (,02+102)2
isto &,
kP +2p"—pp"
2 12 §
repf

2.6 Raio de Curvatura
O raio de curvatura R num ponto de uma curva é igual ao inverso da curvatura nes-

se ponto. Logo, pelo teorema anterior,
3

1 (PP p%)

R= —= — - .
K p"+2p"—pp

XV



3. Coordenadas Cartesianas

3.1 Curvatura

Seja a: 1 —M* uma curva parametrizada e seja t,el um ponto fixo.

Para cada t,el , define-se

s(t)=j\a' (t)|dt,

onde | (t)|= \//(x (t))2 +(y (t))2 é 0 comprimento do vector & (t).
Este novo pardmetro s é o comprimentp do trago entre «(t,) e a(t).
Se usarmos o pardmetro sem vez de t, isto €, se a curva for parametrizada pelo compri-

mento do arco, é facil ver que

‘a' (t)‘ =1, bastando para tal derivar ambos os membros de s = Ha' (s)‘ds emordema s.
0

A curvatura é mais facil de obter com este parametro, ou seja
‘a" (S)‘ =K,
onde K é a curvatura.

2 12 "
=K, onde sz t2p 'I;’O
2 B

+p'2)

Vejamos de seguida que, de facto, ‘a" (s)‘ , em coor-

(o
denadas polares.

1

) dp ) P ds .
Da seccdo 2.4 sabemos que S= 24| =£ do, logo — =(p*+ p?)?.
¢ qu f{p +[d9j] go (0*+0?)

Como a=(pcosd,psend) obtemos o = (p' cos@— psend, p send + p cos 9) e
a = (p" cosé—2p send— pcosd, p send+2,p cosé —psen@).

Simples calculos permitem obter os seguintes valores

a.a =pp+pp;

a.o =p*+p°-2pp +4p°.

XVI



Por definigao

d’a
ds®

d .1
LN R
ds( \“\}

8 se)
ds\ ds

d ( . dej
—_— a._
ds ds

1 .d 1 de
T T T e
| d6 |e| ds

P _‘a‘(a'.a") ) a ‘a‘ ‘Z,‘(a'.a")
e e | dl
R o
| |
1 g2 0oy 1
=( : .2)2”“‘2“ - (a.a )‘m=
plp

1 - P N
:( ) 2)3‘(p2+p2)0{ —a(pp +pp)‘m.
p’+p

O médulo de ‘(,o'2 +p°)a —a'(pp +p’p”)‘ é igual a raiz quadrada do produto interno de
(,o'2 +p2)a" —a (pp' +p'p”) por ele proprio.

Feitos os calculos da

1

c|p?+ ) ~a (pp +p’p”)\i. =
o) 5

(p

_m;zﬁW”””z)Z ad slad)pppp) -2l 5 )pp i ()=

XVII



( l )3\/(plz+p2)a”'a”+(”p'+P'P")2—2(pp'+p'p")2,
pi+pt)

ecomo o .a =p*+pi-2pp +4p?, vem

ﬁ\/(p'z +0°)(p* + % ~2pp +4p" )+ (pp +p P ) —2(pp +pp) =
pi+pt)

% V400" +4p" +p*+p p? =200 —4pp°p’.
(7 +p%)

Mas como <p2 +2p"° —pp')2 =p* +4p'4 +pzp"2 +4p%p° =2p%p —4pp’p , vem

P +2p" —pp’
(p*+p? )z

3.2 Centro de gravidade

Se tivermos uma curva homogénea e m for a massa por unidade de comprimento

(densidade) divide-se a curva em n pedagos de comprimento As e toma-se (xi : yi) em cada

pedaco. A curva é semelhante a um sistema de npontos (x,y;) em que cada (X, Yy, )tem

massa mAS .
O centro de gravidade é

D XmAs D XmAs _ D ymAs D y,mAs

> mAs  mxcomprimentototal >'mAs  mxcomprimentototal

So

S S
jx(s)mds '[y(s)mds
Quando N —o, X= %

mx comprimentototal = mx comprimentototal

Ent&o as coordenadas X e Y do centro de gravidade sdo (X ,Y)onde

XVIII



4. Integrais elipticos

A integracdo de fungdes irracionais ndo pode ser sempre efectuada por meio de
funcdes elementares. E o caso dos chamados integrais elipticos que v&o aparecer no calcu-
lo de comprimentos das curvas que sao estudadas neste trabalho.
Francisco Gomes Teixeira, na obra Curso de Analyse Infinetesimal-Célculo Integral, cha-

ma eliptico ao integral
I f (x, W)dx :

onde y é funcdo inteira de x de terceiro ou quarto grau e f (x\ﬁ) é uma func&o racional

de x e 4y

Na mesma obra estes integrais séo divididos em trés categorias, a saber:

n-3

xdx j 2 dx

N

, sendo N um namero impar, dizem-se integrais

Os mtegrawj\r j

elipticos de primeira espécie.

,onde n é impar.

2 n -2
Os de segunda espécie sdo da forma j dX J' ax

Aos integrais da forma

dx
Joca

da-se 0 nome de integrais elipticos de terceira espécie.

XIX



Il Parte- As espirais

1. Espiral de Arquimedes

A espiral de Arquimedes é a curva gerada por um ponto mével, com movimento
uniforme, ao longo de uma linha recta, enquanto que esta gira, também com movimento uni-
forme, em torno de um ponto fixo, no caso deste ponto coincidir com o primeiro na sua po-
sicdo inicial. Esta foi bem estudada ja por Arquimedes dai a sua designacéo no Tratado que o

consagrou.

A equacao da espiral em coordenadas polares é

p=ab.

Figura 8- Espiral de Arquimedes
a>0

XX



Na figura encontram-se representados os dois ramos da curva, a azul 0 ramo que correspon-

de a valores positivos de 4, a vermelho valores negativos de 4.

Da equacéo deduz-se, imediatamente, que o ponto gerador da curva parte da origem das coordena-
das e descreve depois um numero infinito de voltas ou revolucdes em torno do ponto inicial, afas-

tando-se dele constantemente num sentido ou noutro, segundo o sentido inicial do movimento.

O angulo v da tangente a curva com o raio vector é dado por tgv:ﬁ. A equa-
o
« . dp
cdo p =ad da-nos ——=a, logo
do
P _P
tgv=——="2,
Y7dp T a
déo
O comprimento da subnormal é Sn = tﬁ . Substituindo o valor encontrado antes
gv
sno_ P __pidp
pd@  pde
dp

O comprimento da subtangente polar é St= ptgv. De novo substituindo tgv,

St zpﬁ:pzd—a:p ! , que conjugando com a equagdo da curva p=af < a=§,

2_
dp dp a

leva a forma

St=p0.

i s =p°+Sn°" <= N°=p°+a°, ja,
O comprimento da normal polar é N? = p* +Sn* < N® = p* +a?, ou seja

N = «jaz +p° .
O raio de curvatura em coordenadas polares € dado por
3
(p2 + ,0‘ )2
R=— > T
p +2p°—pp

2
que, conjugando com as equagdes j—’;= ae 39’2 =0, permite obter o raio de curvatura

da espiral de Arquimedes

XXI



3
R_(a2+p2)2_ N3
pP+2a®> N?+a?

Adérea A percorrida pelo raio vector da espiral considerada, quando 6 varia desde 6, até

0.
ad 6 2.2 2 2 31 L2 2
Iudgzj'ae d9=a_192d9:a_‘9_ 2 g8y
Gy 2 6 2 a 2 3 P 6 6
a’ s 3
A=L(0-0)
E, como ,o:a6'<:>0:£ ,vem,
a
S BEOIEEE
6(la a 6|\ a a
_ 1 3 3
A_a(pl _po)

Seja A a area do sector circular que contem o mesmo angulo 6; — 6y e tem raio

,012”(‘91_00)

P, 1=0,1. Sabe-se que A = 5
T

Pi 1 5
=5 A=—05(p—p).
como g ="5 A=o—pl (A=)

Segundo Gomes Teixeira, Arquimedes obteve as seguintes igualdades

1
A_ a(pf—pg’) _ (p’-p3) _
) 3,012(/01_,00)

1
A ?aplz (pl )

+ PPy (,01 —Fo )] 1

3
; , ) 3 (pl_po) ,
((pl—po) +3p, po—3plpo)_ 3 3(A=p) +
2 )

3p; (pl ~ o ) B 3p; (pl ~Fo ) %

XXII



1 1 3 3
A-A 5;01 (pl_po)_(Ga(pl ~Fo )j

A=A L1 s sy (1 o0
oo 2= P0) (Zapo ) po)j

30l (A=) =(2=2) (Pi= o) +300 P, 3P0 _
(p.=20) (.= o) +307 Py —30u0¢ =305 (= Py )

_ 3,012 (101_:00)_(/)1_:00)2 (pl_p0)+3p1p0 (pl_po) _
(2= 2) (2.~ 26) + 30005 (2= £0) =302 (£~ 15

30t -(p—p) +300  —(P-p) +30(P-p0)

(o= 1) +302 =302 (=) +300 (0= %)

_(A=p)+3p _—pi+py+3p

Pr=Po+3p, PL+2p,

2
pot (P p0)

_ 2Pty _ 3
Prt2p, 1 l
ot 5 (A=)

Da formula A= GL( pi — Py’ ) deduz-se também, fazendo 6, =2(n-1)z, 6, =2nx e repre-
a

sentando por A™ o valor da éarea percorrida pelo raio vector, quando este descreve a espiral na
volta de ordem n, aigualdade

2

A — %((2“7[)3 —(2(n —1)7:)3) , ou ainda

A" =gﬂ'3&2 (3n2 —3n+1).

Desta Ultima, deduzem-se outras igualdades, também obtidas por Arquimedes, das quais

Gomes Teixeira destacou as seguintes:

AY == 139
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A :g”3a2 (3><4—3><2+1) :2—57[38.2

A® A0 = ﬂ 7a’ - @ 7’a® =8r°%’°
3 3
A — A" = = 7% (3n” —3n +1)—%7z3a2 (3(n -1y’ —3(n—1)+1) =

=gﬂ'3a2 (3n° —3n+1-3n° +6n—3+3n-3-1)= %;ﬁaz (6n-6)

A" — A" =87%a% (n-1)

O comprimento s do arco da espiral de Arquimedes, compreendido entre 0s pontos

(95.6,) € (p,,6,), é dado pela formula
a doY .
S= pz[—j +1dp
J; dp
de 1
g, como — = —, vem,
dp a
S=T,/p2i+1dp=T,/i(p2+a2)dp=
Po a2 Po a2

s:éT«/p2+a2 dp.
o

| T ,do
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira S = j p2 d_ +1dp
yol
Po
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2. Espiral de Galileu
A espiral com equacao
p=a—b6”
apareceu aquando do estudo da curva descrita por um ponto pesado caindo sobre a terra,

que entretanto, pode rodar sobre si e tomando como referencial a prépria terra, segundo a

lei de Galileu, dai a sua designacéo.

Figura 9- Espiral de Galileu
a>0eb>0
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A forma desta espiral é facil de obter. Com a e b positivos, quando @ varia desde 0 até

a . : . a .
\E , pdescresce desde a até 0; e quando depois & varia desde \E até oo, 0 raio vector

p € negativo e cresce em valor absoluto desde 0 até «. O ponto gerador da curva parte de

A (onde se tem OA=a) e aproxima-se de 0 até encontra-lo, descrevendo o arco, represen-
tado na figura, a vermelho e depois afasta-se indefinidamente deste ponto, dando um nume-

ro infinito de voltas em torno do mesmo.

Aos valores negativos de @ corresponde o outro ramo da curva, representada na figura a cor

azul simétrico ao primeiro ramo relativamente ao eixo OX.

O angulo formado pela tangente com o raio vector do ponto é tgv = ﬁ

Como dp _ —2bé resulta
do

———Zb/ P (6:) ) —:—21fb a—p)

quando 6>0.

Logo

Yo,

gV =——v.
: ~2,b(a-p

Esta formula mostra que no ponto A a tangente é perpendicular ao eixo de abcissas.

Substituindo as derivadas calculadas anteriormente na férmula do raio de curvatura obtemos

BT S Gt 2 e D Nt
P +2p*—pp ,02+2(—2 /b(a—p))z—p(—Zb) p2+2(4b(a—p))+2bp

que a expressao do raio de curvatura da curva, no ponto ( P, 0) é

pelo

3

(p2 —4bp + 4ba)E
p° +8ba—6bp
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Fazendo a substituicio p =a—bé&*, o denominador nio pode ser nulo, ou seja, existe em

todos os pontos raio de curvatura, pelo que se conclui entdo que a curva ndo tem nenhum

ponto de inflexdo.

Para determinar os pontos duplos existentes no ramo da curva para os valores positivos de

0, basta atender que estes pontos devem evidentemente corresponder valores de @, sepa-

rados um do outro pelo arco (2n +1)7r, sendo num ndmero inteiro e positivo, e, além dis-

so, 0s valores de p devem ser iguais e de sinal contrario, conforme indicam tas expressdes

seguintes:

p=a—h6”

2 2 2
—p:a—b[¢9+(2n+1)7z:| <:>—p:a—b[92 +2(2n+1) 70+ (2n+1) 72'2}

—p=a-bo?-2(2n+1)zob—(2n+1)’ z%b

Somando membro a membro p =a—hb* vem,

0=a-bo*+a-bd”—2(2n+1)z6b—(2n +1)2 7°b e, multiplicando por -1, vem

0=2b6" +2(2n+1) z6b +(2n+1)° z°b—2a

Aplicando a férmula resolvente da equacdo do segundo grau, obtemos

~2(2n +1)7rbi\/4(2n +1)’ 2%~ 4x2b] (2n+1) b -2a
2x2b

0= =

~2(2n+1) b= ,4(2n +1)° 7%b? —8(2n +1)° #°b? + 16ba
4

= 0=

f—

~2(2n+1)zb+/-4(2n+1)’ z°b* +16ba
0= ™ =

—2(2n +1)7rbi\/—4[(2n +1)" "% +4ba |
ap

=S 0=

=

~2(2n+1) zb= 2/~ (2n +1)’ 2*b* + 4ba
4

= 0= =
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~(2n+1)zbt-(2n+1) 2b? +dba
2b '

Os valores de # podem ser imaginarios, negativos ou positivos. Aos imaginarios

= 0=

ndo correspondem pontos da curva; e aos negativos também nédo corresponde nenhum pon-
to do ramo considerado, basta, pois, considerar o0s valores positivos de 6.

Para que @ seja real, é necessario que se verifique a condigado
4ab>b*z?(2n+1) =
< 4a>bz’(2n +1)2 .

E para que seja positivo necessita também que satisfaca a seguinte condig&o:
2V 2 2
(\/4ab—b27r2 (2n+1) j >((2n+1)" b)

4ab—b’z* (2n+1)° >(2n+1)° %2

—b?z% (2n+1)° —b?*z*(2n+1)" > 4ab
—2b%7% (2n+1)° > 4ab
4ab > 2b°7z% (2n+1)’

2a>bz?(2n+1)".
A condicdo Unica para que o valor de & seja real e positivo reduz-se, entdo a seguinte
2a>bz?(2n+1)’,
da qual se deduzem os valores de na que correspondem os de &, dados pela igualdade
(A) pertencentes aos pontos de contacto procurados.

Fazendo, nas formulas anteriores, n=0, conclui-se que somente existirdo pontos de con-
tacto quando se tem
2 .
2a>bz?(2n+1)" e n=0,ou seja,

2
e2asbhrteds o
b 2

|
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira
(2n+1)zb+ /(2n+1)° 7D + 4ba
b
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- JE S
b~ 2
Mas, para além dos pontos duplos acabados de determinar, a curva possui ainda os
pontos existentes no ramo da curva que corresponde aos valores negativos de &, simétricos

aos anteriores relativamente ao eixo Ox, e 0S pontos pertencentes a este eixo, onde 0s ra-

mos da curva se intersectam.

A area descrita pelo raio vector, quando @ varia desde 0, é dada pela formula

1% 1%
A:ﬂpzde:ﬂ(a—bez)zde

T(a2 — 2ab@? +b294)d9
0

A==|a
3 5

3 215
;( 29 28D6° %6 j

O comprimento da curva obtém-se com auxilio dos integrais elipticos de primeira e
segunda espécie, conforme se passa a demonstrar.

Sabe-se que

e que, portanto, no caso desta espiral,

ds :{(a—baz)2 +(—2Wﬂ;d9@

1
o ds =[a2 _2ab6? +b26* +4b(a—(a—tn92)ﬂE 40 <
o ds= [az —2ab#? +b?0* + 4ab — 4ab + 4b%6? ]g do <

o ds =[(—2ab+4b2)6>2 +b2¢94+a1;d0<:>

o ds= [2(—ab+2b2)6»2 +b26* +a2]2 do =

o ds :\/b26?4+2(—ab+2b2)¢92 +a2dé.
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Fazendo a substituicdo da varidvel 6

e diferenciando vem,

249d¢9:dz<:>d6?=£

2z
Substituindo em ds vem
b’z +2(2b* —ab)z+a® g,

ds =
\/(bzzz +2(2b2 —ab)z+a2) 2z -

1 b’Z*+2(20%-ab)z+a’

ds=—
2 \/z(bzzz +2(2b2 —ab)z+a2)

dz. (1)

Esta expressao pode ser escrita de outra forma, a saber:

[F'(z)+2(2b2 —ab)z+2a1

JF ()

dz, (2)

ds=1
6

tomando
z[b2z2 +2(2b2 —ab)z+a2] =F(z) "

Vejamos que a partir desta expressdo em F (z) se obtém a anterior.

De facto,
F'(z)=b’z* +4b’z - 2abz +a® + 2b%z* + 4b’z — 2abz +a’z =
=3b%z* +(4b2 +4b* —2ab— 2ab) z+a’
F'(2)=30°2" +(80° —4ab)z +a*,
Assim sendo

F'(z)+2(20° —ab)z+2a* éiguala
3?72 +(8b2 —4ab)z+a2 +2(2b2 —ab)z +2a% =

=3b%z° +8b%z —4abz + a® + 4b*z — 2abz + 2a° =

|
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira

72 [bzz2 +2(2b2 —ab)z +a2] =F(2)
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=3b°2° + (8% +4b” —4ab— 2abz + 3% =
=3b%z? +(12b2 —~ 6ab) z+3a° =

—3p?7% +6(20% —ab)z + 3a’

,ou seja, % do que esta no numerador de (1). Fica assim provado que (1) e (2) sdo iguais.

Sendo assim

ds:1
6

[F’(z)+2(2b2 ab)z+2a2}jZ
JF(2)

que é equivalente a

=—[2d\/_ (2b2—a(b))z+a )dz},

2 (20° —ab)z+a

a ds:g{d F(z)+ W dz]

2b2—ab z+a’
ea ds——!d,/ z|. WV
VF(2) ]

Para conseguir desprezar o termo do segundo grau em F (z) admitamos que

z=v+h e h=—

Fazendo a substituicdo em F(z), vem
F(z2)=b’2’+2(20° -ab)z* +a’z =
F(2)=b*(v+h) +2(207 —ab)(v+h) +a* (v+h) =

F(z)= b2v® +b%hv? + 2b%hv? + b?h® + 2h%b%v + b*h?v + 4b%v? +
+8b%hv + 4b*h? — 2abv? — 4abhv —2abh? + a®v + a*h =

No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira

1 (20° —ab)z+a’

ds:é dF(z)+ 30 dz
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F(z) =b*° +(3nb? +4b® — 2ab)v* +(3h?b’ +8b°h—4abh +a’ v+
+h’b? +4b*h® — 2abh? +a’h

F(z):b2v3+{3(—§ - ]b2+4b2—2ab}v2+[3h2b2+8b2h—4abh+a2]v+
+h®? + 4b*h? — 2abh? + a*h =

F(z)=b*° +[ (~4b+2a)b+4b” - 2ab [v* +| 3h*b° +8b°h —4abh +a” |v +
+h’b? +4b°h* — 2abh® +a’h =

F(z)=b"+0v’ +[3h2b2 +8b?h —4abh + a2]v+ h%0? + 4b%h? — 2abh? +a%h =
F(z)=b*’+[3h%’ +4hb(2b—a)+a’ v+h’b”+2b(2b—a)h’ +a*h =

F(z)=b" {3h2b2 +3b° %% +a2}v+ h3p2 + 2 x 302 _(Zb?); a) h2 +a%h

F(z)=b*’+| 3%’ —6b°h” +a* [v+b’h® —30°h* +a’h.
Substituindo, agora F (z) em ds vem

(2b2 _ ab)(v+ h)+a?
\/bzvs +[-30%h? +-a? |v—20°h° +ath

dv

ds= 1 d\/b2v3 +[-30%h +a? [v—2b°h* +a’h +
3

2 2 b(2b—a)v+(2b*—ab)h+a?
ds=2| Dd ae+| 1207+ 42 |ve| ehe s 22N, (20—a)v+( )
2 b b b al 4a’h
> 4v: + —12h2+4F v+| —8h%+ o7

2 2 b(2b—a)vd
ds=2 bd\/4v3+{—12h2+4az}v+(—8h3+4a2hJ+ ( Jvdv +
3|2 b b b [ ,  ,al s 4a’h
— A+ =12h" +4 — |v+| -8h° + —
2 b b
1 (20° —ab)h+a’dv
+

5 2 2
D v s —12h2+4a—2 v+ —8h3+4azh
2 b b
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2 2 2(2b-a)vd
ds:% gd\/4v3+{—12h2+4Z—2}v+[—8h3+4ZZhJ+ ( za)v v — +
\/4v3+{—12h2+4az}v+£—8h3+ a j
b b
1 2(2b* +ab)h+2a*dv
+§ > > .
b\/4v3 J{—th2 +4a2}v+[—8h3 + 4a2h]
b b

2 2
Logo fazendo g, =12h? —% e g,=8h° —43—2h Y

_ 2((2b*—ab)h+a?|dv
to 1By o —gss 220ma)ay 2207 abjnatfav
312 .

\/4v3 -gv-g, b\f4v3 -gv-g,

De maneira que, com efeito, sdepende de dois integrais elipticos, um de primeira e

outro de segunda espécie, reduzidos & forma adoptada por WEIERSTRASS. V!

s ~ . . 1
E, além disso, note-se, em conclusdo, que um dos integrais desaparece quando b = Ea.

a2

Vv
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira ¢, = 12h* ——

b2
Vi - - .
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira

2(2b- d 2
ds:1 Eda/4v3—glv—g2+ (2b—a)vdv + 2adv
3|2

\/4V3_glv_92 b\/4V3—g1V—gz

|
No capitulo 1X, da obra Curso de Analyse Infinetesimal-Célculo Integral, Gomes Teixeira refe-

¢ dx
re que a fun¢do U = | ——— foi estudada por WEIERSTRASS, e representa um papel
4 3
z

X" =0,X—04
importante na teoria das funcdes elipticas.
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3. Espiral de Fermat

A chamada espiral de FERMAT, estudada pelo grande gedmetra de Toulouse, tem por

equacao,

p’=ao

/DN
%

v

Figura 10-Espiral de Fermat

Quando & varia de 0 até oo, os valores correspondentes de o, aumentam também de

Oaté oo. O ponto gerador da curva dd um namero infinito de voltas em torno da origem
das coordenadas, descrevendo a curva representada a cor vermelha na figura, afastando-se
cada vez mais da origem, onde a curva € tangente ao eixo das abcissas. Aos valores negati-

vos de p corresponde o ramo representado a azul da curva, igual a primeira e também tan-

gente no ponto O ao eixo das abcissas. Os dois ramos reunidos formam uma curva conti-

nua, da qual a origem é um ponto de inflexdo e um centro de simetria.
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O angulo v, formado pela tangente com o raio vector do ponto de contacto é dado
por, tgv = L
Yo

Para obter p deriva-se implicitamente a equacdo da curva. Assim,
2
zpd_p —32 & dp_a
do doé 2p
Substituindo em tgv temos

tov=L- o tgu=22".
a a

2p
Como a subnormal é dada por:

2
She L e P__ PR

v 2p° 2p°

2

a
vem

2

Sn = a_.
2p
A subtangente por ser St = ptgv, vem
2 3
St = p2’02 = 2’2 :
a a

: . d?
Para obter o raio de curvatura precisamos encontrar P

17 elo que obtemos

2 dp
de:_za d790®d2p:_ a.4 |
d&’ 4p° do’ 4,°
N
- B VY
Substituindo na expressio R = —; > —, fica
p +2p = pp

3 3
2, a' ) 2, a' )’
. P 4p° ) P 4p?

242 a’ + al ,02+3a4
p 4p2 p4p3 4p2
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A area descrita pelo raio vector quando @ varia desde 6, ate 6, €

4 ) 274
A=1[pdo=1[aado-|a L | -
2] 2) 2| 2

0 60

aZ
A= 7(912 -6;).
A partir deste resultado deduz-se que as areas varidas pelo raio vector em cada volta com-

pleta, isto €, quando & variade 6, =0,27,4r,... e 6, =6,+ 27 séo dadas por

_8.2 2 2_432”2_22
A_L—Z((Zﬂ') -0?)= L=am

A :%2((4”)2 _(2”)2) 2%2(167# —47[2) =3a’z?

2 2

a 2 2 a 2 2 2_2
AS:I((Gﬂ) —(47[) )27(367r -167 ):5a V4

Estas permitem concluir que por se ter OD =a+/27 o circulo de centro O que contem D
tem area 27°a® que é o dobro da area A ; a diferenca dos nimeros sucessivos da série

A,A, A,... éconstante, 0 aumento da area em cada revolugéo é igual a area do circulo

Com 0 Mesmo raio.
A — A =3a°z* -a’n’ =2a’n’
A —A =5a’z* -3a’zr’ =2a’x”.
O comprimento do arco, compreendido entre o ponto O e o ponto (p,@) tem por

expresséo:

0 4 0 4 12 4

- [Ja?0+-2do=[ [0 2 4o~
0 4a°0 0 4a°0
9 la*(46% +1 % (402

= [ ( g Jao-21 [ +14y_
I\ aa%0 2.\ 0
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L2 2
_ar_ 40+l 4.

29 ‘/0(49%1)

Este integral é composto por um integral eliptico e outro resolivel como veremos segui-

damente.
a" _40°+1 —ET 46° de+j
(46" +1) 2 04/9(49%1 / 492
Integrando por partes o integral J dé& obtém-se

af@ 402+1

J\/Tde 4j4_ de NEX

«/402 1

N (492+1 4j 492><§><(46’2+1)2d49

4%[%@@4(43;”%9}

_1, 0(492+1)—T4—02d9—T;d9
2 0\/9(492+1) o\/9(492+1) '
407 +1

1}0 402+1
0 9(492+1 {“ 492+1 I/ 492+1d9 I/ 492+1 }

——d8, portanto

“""No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira

2
{zx - }
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4
o ‘j9(492 +1)

¢ 46° 14 46°

!

cujo valor depende exclusivamente de um integral eliptico de primeira espécie.

4. Espiral Parabolica
A curva pertence a um grupo de curvas estudadas por JACOBO BERNOULLI e as
quais aquele notavel gedmetra deu 0 nome de espirais parabolicas.

Estas curvas tém a seguinte equacao geral:

(,o—a)2 =2pad.
Note-se que o sinal que, evidentemente, o sinal de & é o mesmo que o produto entre as
constantes a e p.

As espirais parabolicas sdo compostas por dois ramos.
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A

Figura 11- Espiral Parabdlica

a>0 e p>0

O ramo representado a vermelho corresponde a equacao:

p= a+4/2 pad .
Parte do ponto A, onde #=0 e p=0A=a, e dd um nimero infinito de voltas em torno

de O, afastando-se indefinidamente deste ponto.

O segundo ramo, a azul na figura, corresponde a equacgéo

p:a—JZpaH,

parte do mesmo ponto A e aproxima-se cada vez mais de O, encontrando-o quando

p:0<:>0:a—wf2pa¢9
a=.[2pad = a> =2pad
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a

0=—
2p

e depois afasta-se indefinidamente do mesmo ponto.
Note-se que tangente a curva no ponto O :[O'Zij forma um angulo igual a 21 com o
P p

eixo das abcissas. Nos restantes pontos as tangentes podem ser determinadas a partir de

gv="2,
Yo,
Derivando a equagédo da curva em ordem a 6 vem
dp dp pa
2——(p-a)=2 =
AR ey Ry pey
logo
que_ L _Plr=a)
pa pa
(p-2)
A subtangente é
— 2 —_
St:ptgv:pp(p a) _P ('0 a).

pa pa

A curva tem pontos de contacto duplo. Para determiné-los é necesséario encontrar

pontos (0,6) e (—p,6+(2n+1)7)da curva, sendo n um nimero inteiro e positivo. Como

sdo pontos da curva, advém da interseccdo de ambos os ramos, ou de intersectar um dos

ramos em si mesmo, verifica-se que:

p=a+\2pad e —p:ai\/2pa[¢9+(2n+1)7z]

Analisando caso a caso, vem:

. se p=a++f2pad, —p néo pode ser —p:a+\/2pa[0+(2n+1)7r];

. se p=a—./2pad, —p ndo pode ser —p:a+\/2pa[9+(2n+1)7r]

resta assim dois casos possiveis:

. p=a+.2pad e —p=a—\ll2pa[0+(2n+1)7r];
. p=a-\[2pad e —p:a—\j2pa[0+(2n+1)7z].

XL



Por eliminagdo de p, somando membro a membro cada par obtemos

—p+p:a+\/2pa[6?+(2n+l)7z] +a+./2pad
—2a:\/2 pal 0+(2n+1)7 | +[2pad

e elevando ambos os membros ao quadrado,

42’ =2pal 0+(2n+1) 7 |+ 2pa¢9¢2\/4 p’a’d[ 0+ (2n+1)r |

4a’ —2pa| 0+(2n+1)z |-2pad = J_rz\/4 p?a’d[ 0+(2n+1)r |

4a® ~2pa[ 0+(2n+1) 7+ 0| =+2,[4p*a’0[ 0+ (2n+1)7 |

4a” - 2pa[ 20+(2n+1) 7| =+2,[4p*a*0 0+ (2n+1) 7.
Quadrando, de novo ambos os membros vem

(42>~ 2pa[ 20 +(2n+1) 7]} =4(4pa*0[0+(2n+1)7 )
e portanto,

16a' —16a°p[ 20+ (2n+1)7 | +4p’a’ [492 +40(2n+1) 7 +(2n+1)° 7;2} =
=16p”*a’0” +16p*a’o(2n+1)x

16a‘ —32a°pf—-16a°p(2n+1) 7 +16p*a’e’ +16p’a’d(2n+1)r +4p’a(2n +1)2 =
=16p’*a’0’ +16p°a’d(2n+1)x

32a’pd=16a‘ —16a°p(2n+1)z+4p’a’®(2n+1)’ 7

. 16a* —16a’p(2n+1) 7 +4p*a’(2n +1)2 7’
B 32a%p

que dividindo por 4a*, vem

. 4a® —4ap(2n+1)z+ p*(2n +1)2 7’

, OU ainda
8ap

(2a—p(2n +1)7z)2
8ap '

XLI



Férmula na qual n representa qualquer nimero inteiro positivo, e que serve para determi-

nar os valores de @ a que correspondem pontos de contacto duplo da curva.

Para determinar os pontos de inflexdo da espiral utiliza-se expressdo da curvatura

kP *2p° —/;p"
or

inflexdo devem, pois, satisfazer

2
p2+2[d—pj —p[d pJ:O,note-seque o2+p #0.

, pois para haver inflexdo a curvatura tem de se anular. Os pontos de

do d6?
e —pa PR
como 92 __Pa di’p_ g9~ (p-a)_ -pa
omo ——=———- e > = 7= ;= 3
o (p-a) 40" (p-a)  (p-a)  (p-a)

A equacdo que anula a curvatura é equivalente a

2,2 .
2 pa -p pa =0,

P ey T(p-ay

ou

,oz(p—af’+2p2a2(,o—a)+,op2a2 =0

Desta equacdo combinada com a da curva, deduz-se os valores de pe &, correspondentes

aos pontos de inflexdo procurados, a mesma equagdo mostra também que a curva ha de ter,
pelo menos, um ponto de inflex&o real. Além disso, com p > a, todas as parcelas da ultima
equacao seriam positivos, logo ndo teria solucdo, o que permite concluir que os pontos de
inflexdo reais da curva se situam no interior da circunferéncia com centro na origem da

coordenadas, e cujo raio é igual a a.

Tomando como posicdo inicial a do raio OA, a area descrita pelo raio vector é dada

por
A:%Epzdezéi(aiﬂ/ZpaQ)zdaz%i(az J_rZaﬂ/Zpa0+2pa9)d9
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[, 2 K 1, 2 3 ,
A=Zla’0+——(2pad)? + pad” | ==| a’0+——(2pad)z + pad’ |.
2 3p 2 3p

0

Daqui se deduz que a &rea A, compreendida entre arco OA e a sua corda e dada por

1 2 2 § 227')
=—|a‘d——(2pad)2 ao
oo S

0

Note-se que o arco corresponde a parte azul da figura, logo o sinal correspondente no in-

tegral € menos

3
2 2
Alzl 222 2pa><i +ap az
2 2p 3p 2p 4p
1(a® 2a° a®) 1(e6a® 8a® 3a°
A== =22 2 (== o2
2\2p 3p 4p) 2\12p 12p 12p
_1a @
' 212p 24p’

Para calcular o comprimento do arco da espiral considerada, contando os arcos a

partir do ponto A

como,

(,o—a)2 =2pad, vem 2(p—a):2pa3—i<:>j—f): Z(éop;a)

2 2
r 2(p—a s —-a
SJ-\/pZ( (éopa )} +1d,o:_[\/,o2 (ppzaz) +1ldp=

1% 2 2 2.2
= — d
S pa:!.\/p (0 a) +padp

, que substituindo,

formula transformavel em integrais elipticos.
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5. Espiral Hiperbdlica
Com o nome de espiral hiperbdlica designa-se a curva de equacéo
pO=m
em que m representa uma constante.

Como p diminui e tende para 0, conforme 6 aumenta e tende para oo, vé-se que a curva

d& um numero infinito de voltas em torno da origem das coordenadas, da qual se aproxima

indefinidamente, e que por tal motivo constitui um ponto asimptotico da mesma curva.

AT

2/

Figura 12- Espiral Hipérholica
m>0
Representando por x e y as coordenadas cartesianas da curva, tem-se que

msenéd
y = psend = I

De maneira que y tende para m, conforme & se aproxima de zero. Logo a recta y=m €

assimptota da curva.
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O angulo v, formado pela tangente com o raio vector do ponto de contacto é dado

o, . m dp m
or, tgv == assim como, p=—,logo —— =——-, vem
por, g P 0 g 40 0
m2
P~z 2
tgv:L@—p—ecomoez—,tgv: p__M
~m m P m L£m
0
tgv=——

A subtangente por ser dada por St = ptgv vem

St:—pm:—m.

0

A subnormal em coordenadas polares obtém-se

P _ P __ P
tgv =M m
Y2
O comprimento da normal polar é dado pela formula
N? = p®+Sn?,
logo
22 4 2,12 4
P P pm +p
N2:p2+[——j <:>N2:p2+—2<:>N2: o

N :%«/m2+p2 .

O comprimento da tangente polar é dado pela formula

T?=p*+St? &T? = p? +(—m)2

T=«fp2+m2_

XLV



dp . m_-m_ p°
Para determinar o raio de curvatura, calculamos 4o 92 M2 m
rs
d’p 2mé 2m . « d’p 2m 2p°
—= = =—— que conjugando com a equagédo da curva vem =—F= :
dg> & 93q 49 quag > m m
rs
3
N ) (p2+p )2
Substituindo na expressao R =— . - resulta
p +2p —pp
P’ ? ) 2 4 3 44 5?2m? )2
m m m
" P\ 200 . 20 29" P )
2
2| — _pF _er
P+ ( m] P m2 P m? m?
,02(,02+m2) 2 , 3
m? p—g(p2+m2)2 ps(pz+m2)§
R= 2 =0 2 = 3 2 =
P P m-p
3
p(p?+m?)?
R= 3
m
Da qual se mostra que a curva ndo tem pontos de inflexao, visto que m* #0.
E imediata a verificagio que
3 3
P ( 2 2)
3 ——|lym+p 3
P P m
_ N ON? I
mSt  SnSt
X o o N°® N°
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira R =—— =
mSt  SnSt

e
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A éarea descrita pelo raio vector quando este se move desde a posicao corresponden-

te ao angulo 6, até ao correspondente ¢, determina-se pela formula

4 4 4
N T LU 91} :lm(i_lj
29 290 6 2 & 6
logo,

1
A:Em(po_pl)

que € igual a area de um triangulo de facil construcéo.

O comprimento do arco da curva compreendido entre os pontos (p,.6,) € (p,.6,)

é determinado pela férmula:
ey 2
S=J. pz[d—gJ +1dp.
dp
Po

do m
E, como — =——-, vem

dp  p*’

2
B m* m? +p _
S= J. [ J +1ldp= J. P +1dp I e dp

Po

1

\/p"l(p2+m2)2dp.

£o

1
Vamos comegar por resolver j\/pl (p2 + m2)2 dp, fazendo a substituicdo

L =migt.
Como dp =msec’tdt, o integral fica na forma

1

i(m +m’tg’t)? msec’ tdt =

migt
1
, L
m 2
= cost msect x msec” tdt = | ¢ tdtzijStdt:Im;j—t.
msent sent sent cos” t.sent

XLVII



Agora faz-se nova substituicdo, a saber,

tg—=1z
) t 1—cost
sen”— 172
Como —t2:22<:>1+§ost:22<:>cost: =
cos? & 1+z
2
Da equacio sen’t+cos’t =1, resulta que,
22 2, 4 2
sen’t =1— 22 < sen’t :1—122—2+Z4<:>sen2t:4;2
1+z 1+22° +z (1+22)
e que sent = :
a 1+7°
_ - 2(1+2%)-22(22)
Derivando esta Gltima vem, 5 dz = costdt
(1+ 22)

2_972 2 92 2
(—Z)dz = costdt, e como cost :1—22, vem, 272z > dz .- ZZ dt
(1+2%) 1+2 (1+2%) 1+2

2-27°)(1+2°
dt:( 2)( )dz<:>dt: 22dz.
(1+2%) (1-2°) 1+z

Podemos agora efectivar a substituicdo referida, ficando o integral na forma

2 2
mj 21 X szzsz (l+22) > dz
(1-2°) 2, 12 z2(1-2)"(1+2)
(1+ 22)2 1+7°
2 2
A decomposicédo a, b c . d PR (1+Z) onde a, b e c,

2 (1-z) 1z Lsz (Lez)f  z2(-2)f(1+2)

d e e devem satisfazer
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a(1—222 +z4)+bz(1+22+22)+c(z—22)(l+22+22)+dz(1+ z)(1—22+22)+

+ez(l—22+22):1+222 +2°,

ou seja, 0 sistema

l=a-c+d d=c a=1 a=1
O=b-c-d+e O=b-2c+e d=c b=1
2=-2a+2b+c-d-2e=:2=-2+2b-2e<=b=2+e <4c=0
O=b+c+d+e O=b+2c+e 0=2+e—-2c+e d=0
l=a a=1 0=2+e+2c+e e=-1
Voltando ao ultimo integral, ele fica na forma
1 1 1 1 1
mj . > — > |dz =m| In|z|+ —+— |+cC.
z (1-z)° (1+z) 1-z 1+z
t L
Como th:z,e igual a
t 1 1
m|Intg—+ t+ n +cC.
1-tg— 1+tg—
J 2 J 2
5 T
sen” —
- e ) 2 1-cost .
Antes de fazer a Gltima substituicdo, note-se que tg°—= = e dai que a
2 cozt 1+cost
S J—
ultima expressdo do integral se pode escrever na forma seguinte
1-cost 1 1
m|In / + + :
1+cost 1-cost 1-cost
1- 1+
1+ cost 1+cost
A substituicdo final é tgt = L : pelo que
m
2 1-cos’t p? m’ m
tgt=2" =L P coslt= & CoSt = ——.
I cos’t  m? m? + p? [m? + p?

Note-se que na substituicdo tgt = B,t € }—%%{ onde 0 cosseno é positivo.
m
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O integral final é

.
m lIn m’+p’ + ! + L =
2 1+ 2m 1- 2m : 1- 2m :
m-+p 1- Jme 1 me
1+ — 1+ —
I m’ + p m*+p* |
Jm? + p? —m
=m|=In m’+p° + 1 + 1
Ipiem [wapom [Nmipom
m* + p* 1_ m’ + p? 1+ m’ + p°
Jm?+ p? +m Jm? +p? +m
I \ m? + p° \ m? + p?

1
. «fm2+p2—m

_mP+pt-m

m? + p> +m

m®+ p® +m

2 2
m- + —-m
R

m’+p® +m

7

+
1-—

2+ p%+m

2
Jm?+p% —m
m

|




m «/m + p? -m, _
«/ +p° + «/ +p° + —«/ +p° +
m?+p° +m  Jm’+p° +m—m’+p° +m

i Jm?+p? +m

«/m -I-p —-m «[m +p +m

2 \jm +p°+m

Todo este célculo foi para obter s, que é entéo,

,jm +p—m [z, =2 M «/m +p; — _ [ ime
Jm +p1+m+ prm Iong + 00 +m A

representando por T, e T, o comprimento das tangentes a curva nos pontos considerados

B m, (T,—m)(T,+m)
s=T,-T,+—log (T1+m)(T0—m)'

6. LITUUS

O lituus é uma curva espiral que tem por equacdo, em coordenadas polares, a que se segue:
pzﬁ a2

Uma primeira propriedade facil de verificar é a seguinte: ao variar de posicao o ponto P, a

area do sector circular que tem por centro a origem O das coordenadas e que se encontra

compreendida entre o eixo polar Ox e o raio vector Op, permanece constante.

N
2 2
b,p; _a’
2 2

Figura 13
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A equacdo ilustra que, no ramo onde p é positivo, quando aumenta &, o ponto

gerador da curva descreve um numero infinito de voltas em torno de O, aproximando-se
indefinidamente dele, sem nunca o alcancar. Quando, pelo contrario, 6 tende para 0, 0
ponto gerador afasta-se indefinidamente do eixo das ordenadas, aproximando-se a0 mesmo

tempo do eixo das abcissas, que é assimptota da curva. Nos pontos A B,C,D,E....,onde &

, . . T 3 5 .
é sucessivamente igual a o 7 E?Z',Z?Z’, PLIRRY adquire estes outros valores, correspon-

0== OA:a/g,
2 V4

dentes aos de 4:

0=n OB=a i
27

0=Foc-al>, .
2 3z

s

S
Y

Figura 14: Lituus
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yo,

O angulo v da tangente a curva com o raio vector é tgv=-—. Derivando a equa-
o
cdo da curva vem d—p2p8+p2 =0 dp =—£, que conjugando com
de déo 20
2 3
po=a’< 6= 3._2 fica 92 - ~£_ que substituindo,
yo, do 2a
2
tgv=—L_ otgv=-22_.
22

A subtangente da curva no ponto (p,60) é St=pxtgv,

2 2
St=p (—ZiZJQSt:—Zi.
yo)

Yo
3
Para determinar o raio de curvatura derivada-se, em ordem a 4, ((jj_/e) = —% que vem,
a
dp P’
2 2 2 2
de:_—Bp @XZa d2p: —3,0 X—gxza :3p5.
do? 4a’ d6? 4a* 4a*
3
. (00"
Substituindoem R=—————— da
p +2p —pp
3 3 3
2, PV aatpt+p® e [ Lf4at+pt )
P aat 4a’ 4a*
" p° 3° . P 3% . p°
242 |- px = 2 == -
P [4a4j Pt P "4t aa 4a*
(42 ')
4a* + p* )2 3
3 hd
P s da‘pi(dat + pt)?
R: 2 ?a 4 = 6pZ( 4 pA)
p(4a—p) 8ap(4a —p)
4a*
3
p(4a4+p4)2

- 2a%(4a* - p*)’
Os pontos de inflexdo da curva encontram-se mediante a andalise da igualdade

2a2(4a4—p4)=0, visto haver inflexdfo quando o raio de curvatura se anula,
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pl=4a' < p= +2a, a curva possui um ponto de inflexdo em cada ramo da curva defi-
nidos pelas coordenadas & :% e p=+a\2. Note-se que 4a‘ + p* #0.

Aarea A, descrita pelo raio vector quando € varia desde 6, até 6,, € expressa por

1442
A= _[Zde_aéf =—a|og¢9] 2a2(log<91—)log¢90

0
logo,

A:Eazlogﬁ.
2 0,

O comprimento do arco é

s=[ |07 (dej do= p+ L d@ fJfTrezd")‘
j\/Fe j +1jd6? aj92(1+40‘2j1d0

Este integral ndo é resoltvel por meio de funcBes elementares.

Reduzindo o integral anterior a forma

1y 1 1+46°
492 1+492 40°
aj dazaj—deza %de

2 2
02 (1—# 422)2 02 (1"'4‘29 jz
40

1+ 46°
aj4—921d0 = af
1 (1+46%)2
2
20

29(1+ 49 1+ 492

492\/0 1+4¢92 I 0, /0 1+492

0

Tendo presente a igualdade,

2 3
40°+1 d0= Y2040~ [Ja07+10 a0,
94/9 46° +1) oo

que passaremos a demonstrar.
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Integrando por partes, fica

‘9 : x/492 j 492+1) 289d9— 2 422

2 2
J. 40% +1 40— —21?9 4492 +1 +4J.
9‘/9(49%1) / 492+1

Deduz-se, em concluséo, que

.2 —2‘/9(49%1 +4?
2 f 492+1

dé?.

I«/_ 2492

o
_a ‘/9(492+1 +4T
f 492+1

. 0 (46 +1) o (47 +1) 91

& 0, 402 +1

Portanto, s depende de um integral eliptico de segunda espécie, reduzido a forma adoptada
por WEIERSTRASS.

7. Espiral Logaritmica

A denominada espiral logaritmica € a curva, secante a todas a todas as semi-rectas
planas que partem de um certo ponto ou origem, formando com elas um angulo constante.

Tomando como origem das coordenadas o ponto origem das semi-rectas e represen-
tando por v, o angulo formado pelo raio vector que passa por um ponto da curva com a

tangente a curva no mesmo ponto, sabe-se

P P do
Qgv=—<tgv=—-tgv=p—.
g W=, WP

do

No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira
2 —2‘/49 467 +1
J‘ 40° +1 do = 4.[ do
9‘/0(49%1) 4,92+1
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A equacdo diferencial das curvas as quais corresponde um valor constante de v €, pois

de 1 , .
p— ==, onde cé uma constante ndo nula.

dp ¢

A equacdo de variaveis separaveis, isto €, pode ser escrita na forma

90 1y S

do cp p
Integrando-a vem,

k+co

cOd+k=Inp e’ =po p=e“xe”, entdo a equacio geral da espiral é

p=Ke? K eR".

Por meio desta equacdo vé-se que a parte da curva que corresponde aos valores positivos

de 0 (de 0 até <), parte do ponto A:(O, K) e d& um ndmero indeterminado de voltas

em torno da origem, desviando-se cada vez mais desta; e a que corresponde os valores ne-

gativos de € (de 0 até —oo), parte do mesmo ponto, e descreve também um infinito nime-

ro de voltas em torno da origem, aproximando-se desta continuamente sem nunca a alcan-

car.

Figura 15-Espiral Logaritmica

c>0e K>0
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yo,

A subnormal é dada por Sn= v Derivando a equacdo da espiral obtém-se
gv
1= Kce® do & dp _ Kce®, logo, tgv = L@ , que substituindo
dp dé Kce®
P co
Sn=——-—=Kce” =cp.
A g
Kce®

A da subtangente é St = ptgv, que substituindo de novo,

St=p

, 1 _21 P
Kce® cp C

O comprimento da normal é N? = p*>+Sn* < N? = p° +(Cp)2 , OU Seja,

N = «fczpz +p° = pc+1.

O raio de curvatura em coordenadas polares é dado por

3

(o0}
R=— 5 ;
p +2p"—pp
; <. dp co dzp 2,0 : :
que, conjugando com as equacoes a0 Kce™ e Y Kc“e™, permite obter o raio de
curvatura da espiral
3
2 co 2\2 3 3
(,0 +(KC€ ) ) (p2+chze2c.9)2 (p2+C2p2)2

2¢co 2

= p2+2(KC6C9)2—pKCZeCG - p2+2K2C26 _chzece - p2+2C2p2—C2p

3
$(1+c?)?
yo, (1+C )
De salientar que Sn, St, N e R sdo proporcionaisa p .

Tracando, pois, a normal a curva no ponto P = (p, 0), e prolongando-a até intersec-

tar em N a recta ON perpendicular a OP, obtém-se o centro de curvatura N, correspon-

dente ao ponto P.
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E assim facil obter o valor das coordenadas ¢, e p, do ponto N . Temos, com efeito, por
ON ser a subnormal,

Figura 16

p,=ON =cp=cKe”, e 6 = NOX =Qi%. XI
Eliminando @ destas equacdes, tem-se que

T
i c6+Z+Inc

Cc c +% ¢Inc c
p1=cKe( 2)=Ke 2 =Ke"e 2 =Ke™K,,

fazendo agora
KxK, =K', vem

o =Ke?,

Logo a evoluta *"" da espiral logaritmica é outra espiral logaritmica.

7
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira 6} = NOX =6+ —.

Evoluta- lugar dos centros de curvatura de uma dada curva.
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, s 7 Inc
Se representarmos por n qualquer namero inteiro, E——=2n;r a evoluta da
C

espiral considerada coincidird com a propria curva.

Se OS representa a perpendicular, tracada desde a origem até PT , tangente a espi-
ral no ponto P, o lugar geométrico de S, conforme P varia, ser4 a curva pedal *""' da

curva relativamente ao ponto O.

Representando por v o angulo formado pelo o raio vector no ponto P com PS

tem-se senv = % < 0SS =0Psenv e tgv = 1 e como
c

-1=1g a<:>;=i2+1<:> senv =, [—

> resulta que
COoS“ Vv 1-sen‘v ¢ c°+1

c?+1’
O angulo POSé igual a OPN (&ngulos alternos internos num sistema de duas paralelos

cortadas por uma secante), e, portanto € igual a %—v, logo constante, e pode designar-se

por a.

As coordenadas de S sio p,=—2— e 6, =0+a. XV
¢’ +1

EquacBes que combinadas com a da curva origina a seguinte equacdo para a curva

pedal

P, = K ec(esfra)
T+l ’

conclui-se assim que a curva pedal da espiral logaritmica é outra espiral logaritmica.

Curva pedal-Lugar geométrico dos pés das perpendiculares baixadas de um ponto fixo sobre
as tangentes a uma curva.

No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira &, = 6 —a

LIX



A area descrita pelo vector da espiral logaritmica, quando @ varia desde 6, ata &

tem expressao

1% 1%, . 1 K%,
A:Eé[pzdezaé[(KeH)Zdezixz—cé[ez"dH:

O comprimento do arco é

Al (doY ., A ., 1 21
s=.[p {5] dpzj\/Ke xK2C2w+1dp=j /C—2+1dp=
Po Po Po
J1+c? pr J1+¢c?

c T oC

(pl_po)-

Po

8. Espiral de Poinsot
Déa-se 0 nome da espiral de Poinsot a curva de equacdo definida pela equagéo

2a

P= 5 —mo-
em9+e me

Note-se que, neste caso tem-se p=a, quando =0 e p=0, quando & — oo. Além disso,
dp -2a(me™-me™) —2am(e™-e™)

como — = — = >—, € esta por ser negativa quando ¢ ¢
dé (em9+e—m9) (em9+e—m6’)

positivo e diferente de zero vé-se que a parte, representada a azul na figura, é gerada por

um ponto que, partindo de A= (a,O) da um namero infinito de voltas em torno da origem,

no sentido positivo, aproximando-se indefinidamente deste ponto. E como a equagéo da
curva ndo se altera quando se muda & para —@, conclui-se que a outra parte da curva, re-

presentada a vermelho, é simétrica a primeira relativamente ao eixo OA.
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Figura 17-Espiral de Poinsot
a>0e m>0

O angulo v, formado pela tangente a curva com o raio vector no ponto de contacto,

é tgV =£., substituindo d—p ja calculado vem
P do

2a
B m B 2a(e™ —e ™) B _2a
v = —2am(e™ —e ™) - —2am(e™ -e™) - mp(e™ -e ™)
(emH +e—m9)

Podemos concluir que a tangente a curva no ponto A é perpendicular a OA, visto que nes-

te ponto tgv =oo.

A subnormal é dada por Sn= tﬁ , que substituindo tgv, fica
gv

mp2 (eme _efme)
—2a

Sn=

O comprimento da normal € N? = p?+Sn?, que conjugando com as equagdes da

curvae de Sn, fica
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2 2
m2p4 (em9 _e—me) 4,023.2 +m2p4 (em9 _e—me)

N2 :pz + P _
43? 432
2 2 2 2 2,2
P Z_m_L mo . -mo\2 | _ P | o2 am M0 Hamo-mo | ,-2mo
| T (e -e™) |= | - (" —2e™e ™ ™)
(e +e™) (e +e™)
,02 , m2a? (e2m9+e72m9) m2a2 (_Zemeefme)
rel mo |, .-mo)2 * mo | .-mo\2 -
a (" +e™) (e +e™)
_pz a2+a2m2 (e2m6+e—2m6+2emﬁe—m0) 2a2m2em6e—m€ 2a2m2em6e—m6
T2 2 - 2 2 |~
a (em9+e—m9) (em6’+e—m9) (em6’+e—m9)
2 2,2 2,2
_pP 2 4+ a’m? — 4a°m B 4a°m B
a2 mo | -mo\2 mo | a-mo\2 |
a 2(e™+e ™) 2(e™+e™)
2 2,2 2,12 2
m m
=2 vam -2 L0 |22 (@7 v a’m - pPm?).
a 2 2 a
Entéo

N =§\/a2(1+m2)—m2p2 .

Para determinar a expressao do raio de curvatura da espiral de Poinsot € necessario deter-

minar d’p ,
déo
d2p _2am? (eme +efm9)(em9 +efme)2 + dam? (eme _efme)(emy +efm9)(em9 _efme)
do - (em9+e—m9)4
—2am’ (e™ +e ™" )2 +4am’ (e" —e™™ )2 , 2pm’(em—e™ )2
- (em9+e—m9)3 TP (em0+e—m9)2 -
R 2 pm? (ezme L2 | Da2mig-2mo )2 ) 4 pmie™e™ ) 4 pmle™e™ .
(em9+e—m6)2 (em€+e—m6’)2 (em0+e—m9)2
8 pm? 2 3 m?
= pm* — f:; = pm?— /;zm .
0
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o (p2+p'2 )E
Substituindo emR = — 5 -, vem
p +2p"—pp

[pz J{Zam(em‘g - e‘zme )]ZJ
(" +e™)

2 =
—2am(e™ —e™ 2 5°m?
p2+2[ ( )] —p[pmz— = J

(emH 4 e—mH )2

3
) 4a2m2 (ema _ e—m& )2 2
+
P (em9 n e—mH )4

3
- pPm? (eme e )2 2
(ema +e—m9)2

N w

, [2p2m2 (eZmH +e—2m6 +zemeem6)]_ 2p2m2em9e‘m9 ) 2p2m2 (ema _e—me)

p + 2 2 2
(eme _I_e—me) (eme +e—m9) (eme +e—m9)

[ ) pzmz (ezme+e72m9+2em9e7m9)_p2m2 Zemeefme)_pzmz (zemeema)]
P+

2,2 4.2 =
P +2p°m? 4,Z rzn p2m2+par2n
P
2
2L 2m? — 2,02m2_2,02m2 3
p Tp 2 2 2,2 22,2 4.2\3
4a 4a 4p“a”+4pma”—4p'm
e P B 43>
4012 4,02 2 2
p2+2p2m2—¢—p2m2+¢ p(1+m)
a a
3 3
_ps(a2+m2a2 p2m2)2 _p(a2(1+m2)—p2m2)2
pra’(1+ mz) a3(1+ m?)
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A partir da Gltima expressdo, é facil verificar que a curva ndo tem pontos de inflex&o, visto

a curvatura ndo se anular.
No ponto A, por seter p=a o raio de curvatura é

a(a2 (1+m2)—a2m2)2 a(a2+a2m2—a2m2)2
R = = —
a (1+ mz) a’ (1+ m2)

a’ a

a*(1+m?)  (1+m?)

A éarea percorrida pelo raio vector da espiral considerada quando & varia desde 0
até o

é do 4 do
2dO =2a? —=2 2 =
Ip : '([ e™ +e"“‘9)2 : !(e2m6+e—2m9+2)2

0 0 g
2azj—1 do=2a*[— ° o de=2a2j2e2m9(2e2m9+1)2d9=
omo 1 g™ +2e°"
0™ ¢ ——+2 0 0
2a > a’ 477 a1 1 XV
2m9(ezme +1) d¢9=——2(ezm‘9+l) } -2 {__ }
m o 2 ™41

2
Para determinar o comprimento s =_[ P’ +(3—§j dé do arco da espiral, compre-

. _ - d? :
endida entre o ponto A e o ponto(p,e), substitui-se na ultima o resultado de d_g e fica

Y2
(=)
0 2 _2 m _ —m
4a amf(e e
5= mé —mé 2 * mé —mé 2 de
o \(e™+e™) (" +e™)
2 2
P 4a2 (eme_e—mﬁ) +4a2m2 (eme_e—mﬁ) 10
_I ( mé —mo\* B
0 e™ +e )
\% 1 1 1
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Telxelra — E - 1
e’ 4
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2a 1 - - - =
_ J'\/eZmH +Zem9e me e 2me +m282m6 +2m2em0e mo _mze ZdeHZ

B (ema _e—mH )2 0

-y = ; J )@ e ) 2(1-m o
- 0

dz

Fazendo a substituicdo e*™ =z, e derivando , d0 =———, vem
2me""™

:2aj 2me2”“9(:'“29—e‘m9)2 \/(l+ mz)(z +%j+2(1— m’) =
_2a dz j\/(l+m2)(zz+l)+22(lm2) B

2m z(z+2+1 z

2a « dz \/zz(l+m2)+2(l—m2)z+1+m2 B
2m (z+1)2 z -
zaj (1+m?)z® +2(1-m?)z+(1+m?)

2m (z+l)2\/z(1+m2)zz+2(1—m2)z +14m?

Supondo agora que z[(1+ m*)z* +2(1-m*)z+(1+ mz)] =F(z2),

obtém-se a identidade:
F(2) z[(l+m2)zz+2(1—m2)z+(1+m2)]

2(z+1) z(z+1)°
F(z) z22+m’Z°+2z-2m°z+1+m’
Z(Z+1)2 (Z+1)2
F(z) 22+2z+1 M (2% —2z+1)+4m’z—4m’z
2(z+1)°  (z+1) (2+1)

F(Z) _l+m2(22+22+1) am?2z B . amiz
@) (@) (@ (@)
F(Z)2==l+m2—4m2 i_ l |,
z(z+1 2+1 (z+1)
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(1+m?)z® +2(1-m?)z+(1+m?)

dz ficad
(z+1)2\/’z(1+m2)22+2(1—m2)z+1+m2 s et

da qual se infere que o integral ﬁj
m

forma

dz .
(z+1)2 F(z)

B gy

Nesta expressao vamos empregar

dz _ F(z) . dz C1+m? ¢ (z+1)dz
J.(z+1)2 F(z2) 4m?(z+1) J.(z+1) F(z) 8m2J' F(z)’

que passaremos a demonstrar. Com efeito, para verificar a igualdade, basta verificar que

F(z) 1+m z+1 1 @
4m?(z+1) z+1,/ z) 8m? J z) (z+1) ./

_ 2 F(z) 1 1+m? z+1 1

(am?)’ (z+1) T F) 8 JF(1) (241 F(2)

como F'(z)= |:(Z)+z(22(1+ m2)+2(1—m2)) vem

I:(Z)(z +1)+ (22 +1)x(22(1+m*)+ 2(1-m’)) -2F (2) .
8m? (2+1)° \JF (2) (2+1)JF(2)
1+m z+1

1
8m’ (z) (z+1) 1[

+(z? +z)[22(1+ m2)+2(l—m2)]— F(z)+8m’(z+1)-(1+ mz)(z +1)°

B 8m? (z+1) \[F (2) B

8m?

" 8m? (z+1)F(2)

Para que fique provada a igualdade, basta verificar que o numerador ¢ igual a 8m?>.
Ora

F(2)
. +(z2 +z)[22(l+ m2)+2(1—m2)}— F(z)+8m?z+8m? —z°-32* -3z~

—1-m?2* -3m?z> -3m?z° - m? =
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:E+223 +2m*z° +22° —-2m*z* + 22* + 2m*z* + 22 - 2m’z - F (z)+8m® - 2° -32* -3z -1—
z

—-m?z®-3m?z%2 —-3m?z2-3m?z-m? =

F
=—+22+m’2’+2° —z2+3m’z+7m* -1-3m?*z* - F (2) =
z

=22+m*2?+2z2-2m*z+1+m* + 22+ m°Z* + 22— z+3m?z+ 7Tm? -
—1-3m?z> -2 —m?z2® - 22* + 2m?*z - z—-m?z =8m?,

como queriamos provar.

Substituindo agora em

2a , dz e dz L am dz ,
2m[(1 )Im 4 I(z+1) F(2) 4 jz+1) F(z)]

a igualdade que acabamos de provar, fica

+4m2{4\ﬁ +I( az 1+mzj(z+1)d2”

z+1),/F(z2) 8m’ F(z)
2+2m? (Z) 1+m? ; zdz 1+m?; dz
T e T
2a| 2+2m’—-1-m? (Z) 1+ m? zdz
2m! jﬁ (z+1) Iﬁ]
2a! F(Z) 14+ m?

B e

Podemos entdo concluir que o comprimento do arco depende de integrais elipticos,

um de primeira espécie e outro de segunda espécie.
Para que os integrais elipticos que figuram neste ultimo integral adquiram a forma usada
por WEIERSTRASS, vamos fazer

21-m?
31+m

z=Vv+h e h=-
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Substituindo em F (z)vem

(1+ mz)(v+ h)3 +2(1+ mz)(v+ h)2 +(1+ mz)(v+ h)=
:(1+ mz)v3 +(1+ m2)3v2h+(1+ m2)3vh2 +(l+ mz)h3 +(2—2m2)v2 +

+(2-2m*)2vh+(2—2m?)h? +(1+m* Jv+(1+m* )h =

:(1+ mz)v3 +(3h+3m2h+2—2m2)v2 +(3h2 +3m?h? + 4h—4m?h +1+ mz)v+
+(h*+m*h® +2h* —2m’h? + h+m’h) =
:(1+ mz)v3 +(3h2 (l+ m2)+4h(1— m2)+(1+ mz))v+
+(h3(1+ m2)+2h2 (1—m2)+(1+ mz)h)’

conseguimos assim que desapareca o termo do segundo grau de F (z)

(1+m*)v? J{?,hz (1+m?)+4h(1-m?)x 8::2; x(—%jx(—%}t(“ mz)}v+
+[h3(1+m2)+2h2(1—m2)81$z;x(—%jx(—%)ﬁh mz)h}_

=(1+m*)v? +(3h2 (1+m?)+4h? (1+ mz)x(—§j+(l+ mz)]v+ h*(1+m?)+

+2h’ (1+m2)x(—gj+(l+m2)h:
= (1+m)v* +(3n? (1+m”) = 6h° (14 m* )+ (1+m? ) v+ b (1 m? ) -
~3h*(1+m’)+(1+m?)h =
= (1 mP )V + (=3 (14 m? )+ (L+m?) Jv+(—2h* (1+m? )+ (1+m* ) h) =
=(1+m?)| v +(-3h* +1)v+h(-2n* +1) |.
Substituindo no agora no integral vem

anirm? | |4V +4(-3n" +1)v-+4h(-2h" +1)

1 2dv
+= | =
m 2(v+h+1) 27 [4 +4(=3h +1)v+4n(-2h? +1) }

_avi+m’ 1.[ 2(v+h)dv ]

m |2 \/4v3+4(—3h2+1)v+4h(—2h2+1)
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aJ1+m {\/4v -gVv-0, v+h dv }_

m v+h+1) I\/4V —gVv-g, _I\/4V —gv-

_ ay1+m? \/4V3—91V—g2 +1_[_gl—mzjj dv _J- vav _
m 2(V+h+1) 31+m’ _\/4\/3_91\/_92 _\/4\/3_91\/_92

_amla/wtgw—gﬁ_{ m?+5 JI dv _j~ vdv ]
e =

m 2(V+h+1) (1+ m2 \/4V3_glv_gz gv-09, !

onde g, =4(3h*-1) e g, =4h(2h*-1).

9. Espiral Tractriz
Com o nome de espiral tractriz designa-se uma curva cuja tangente, em coordena-

das polares, tem comprimento constante.

Como o comprimento da tangente, T = «fpz +St? , é constante digamos a, deduz-

seque T =+/p?+St? =a.

Para determinar a equagdo da curva comecemos por determinar a subtangente que é dada

por St = ptgv. Como tgv:ﬁ.:ﬁ,fica St:pzd—e.

p dp dp

2
Substituindoem T = «fpz +St? e quadrando obtém-se T = \/pz +p’ (j—gj =a, ou seja
0

4

i 24 2 24 2
p2+p4(_0j :az<:>p4d02dezaz—pzdpzcdﬁzzadp pdp
P

—dpz(a24_p2)<:>d0 +d—p (a? —pz)edezi—dp(az_pz)

Yol ,0 ,02 (az_pz)

dé=

I+

. a’dp _dp
pz\/(az_pz) \/(az_pz)
Para determinar a equacdo da curva, passamos a integrar esta equacao de variaveis separa-

das
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Idg:ijp\/ _.[\/

Para resolver o primeiro integral do segundo membro da equacdo anterior, fazemos a subs-

tituicdo p=asenu e dp=acosudu, ue [—% %}
Assim
2
a'dp —I a xacosudu =

asen®u/a? —a%senu

e

a’cosu a’cosu
:I du :I — u :j >—du =
azsenzu,/a2 (1-sen’u) a’sen’ucosu sen’u

= Icos ec’udu =cot gu.

Para voltar, a variavel inicial, note-se que

2 2 2
=cos’u+1< —cosu=

I

senu = e

mm|b

a

cosu _
senu

Entdoo —cotgu =—

m\bm

Portanto a equacdo da curva é
2 2
a —
G:i{—pjtarccosg},

P a
na qual @ pode ser positivo ou negativo, ndo figurando nela a constante de integracéo, por
ter sido eliminada pela condi¢do #=0, quando p=a.
Pela equacdo da curva e da sua diferencial verifica-se que, quando p varia desde a até 0,
os valores de @ crescem desde 0 atéoo, e 0 ponto gerador da curva descreve um arco que
parte do ponto A:(a,O) e descreve um numero infinito de voltas em torno da origem.

Aos valores negativos de € corresponde outro ramo igual ao anterior e simétrico em rela-

¢do ao eixo Ox .
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. X=pcosd
Passando  para  coordenadas  cartesianas , vemos  que
y = psend
déo déo
dx = cos@—psened— e dy= sen6?+pcosé?d—, sendo portanto,
Yo
/az —,02 7 2
sen0+pcosed—0 sen0+p[— JCOSH send—cosg V& ~F
dy _ dp _ P _ p
dx de [i2_ 2 B [a2_ 7
COS@—PSEWE cosH—p[—a'OJsene cos¢9+sen49ap’0
Yo

Desta igualdade, vé-se que os dois ramos da curva sdo tangentes ao eixoOx quando p=a,

onde em consequéncia a curva possui um ponto de retrocesso.
A mesma equacao permite concluir que os pontos onde y passa por um valor ma-

Ximo ou por um valor minimo sdo definidos pelas condi¢6es

/az_ 2 a2 — p?
senH—cosH—’D:O A cos@+sen9—p¢0
P P .
aZ — p? a2 — p?
senHZ Yo o 1gh= yo, |
cosé Jo, Jo,

e fazendo x= pcoséd e y = psend, tem-se a equacao

;zTayz(x2+y2)=x2(a2—x2—y2)c>

2
oyt ext 22Xy’ =a’x’ <:>(y2+x2) =a’x* o y? +x* ==ax,
0 que permite concluir que os pontos onde y passa por um maximo ou minimo estdao so-

. A . x . PR | .
bre circunferéncias, cujos centros estao sobre 0 eixo Ox, e a uma distancia Ea da origem.

Do mesmo modo se conclui que 0s pontos onde X passa por um maximo ou minimo estao
sobre as circunferéncias
y?+x* =+ay .

Para determinar a expressdo do raio de curvatura da espiral tractriz substituiu-se

3

2 2\2
(PP ) dp dip

—— e

—=, que passamos a calcular

em R=— 2 " 2!
P +2p —pp dO do
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) 2pd7p a2 p2 f 22pd7p
d6? a’ - p?
faz_pz ,05 az_pz
—2,0(— j faz_pz_i_ e _
Yo P
az_pz
3 2 PS
20°+a" +
P az—pz_23.2,03—2,05+,05_23.2p3—,05

2 H

a-p (a=p?)  (a'=p7)

que substituindo obtém-se

3
2\2
o\/az_pz 2,2 4 4 2
| [_ P ] (pa_p +pjz

r 2 2
_ _ a-p
- 2 T 2[4 2 2 4 4.2 2 4,2 6
, ) a’— p? ) 2a2p° - p° p(a —2a°p +p )+2p (a -p )—pa +p
P +2{ 0 J 'O(az_pz)Z (az_pz)z

. psas(az_p2)2 _pa {az_pz |
azpz(az—ZPZ)(az—/)2)2 -

Para determinar os pontos de inflexdo da curva vamos resolver a seguinte equacao

a’-2p°=0p= a

—e
2
2
az—Laj a ‘lz
ezi—ﬁ—arccosﬁ<:>¢9:i—2—arccos£© H:i(l—zj,
a a a 2 4
J2 2

logo as coordenadas destes pontos sdo (i : i(l—zn.

2 4

Representando por « 0 angulo da normal num ponto qualquer com o raio vector do

mesmo, deduz-se quetga = sn (ver figura4) , e como Sn= P _P_ o, vem
p Qv P
Y2
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tga=£<:>tga=¢<:>tga:— P .
P p a’—p’
a2 — p? a? — 2
Logo a cotga:——p ou como —— =tg’a+1, vem cos’a = Zp ou
0 Cos” « a
sena =2 , esta igualdade permite escrever o raio de curvatura na seguinte forma
a

f — p’sen’a
f sen’ a
paqa - sena sen’a 2/0 sen’a

sen’a

sen’a

p’cosa
sen’a _ pcosa pCoS _ pCosa

p*(1-2sen’a) 1-2sen’a  cos’a—sen’a  cos2a

sen’a

Designando por s, como habitualmente, o comprimento do arco da curva, vem

2 22 2
ds=,|p° + do dp < ds= |p a 4'0 +1ldp < ds= a—zddeS:iEdp.
do p p p

Tomando para origem dos arcos o ponto A,

p

s=[~ dp=-aln|p[]] =-a[In||-Infaf]--aIn >

a

‘z—aln|sena| .

. a . .
Note-se que vai se usou ds=——dp para que —aln|sena| seja positivo.
o)

A area A descrita pelo raio vector da espiral tractriz, quando este varia desde aaté

um valor qualquer p é dada por

Comecemos por fazer a seguinte substituicdo 6= p, que diferenciando mudando os limi-

tes de integragéo e substituindo vem

A:—%sz—“ziz_zlozdp:—%]’i«/az—pzdp.

P
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Fazendo agora nova substitui¢do da variavel, a saber,

p=asent, dp=acostdt, p >t= arcsen? e a—>t =arcsenl <>t =% obtém-se
a
arcsenﬁ arcsenﬁ 4
l a 2 a 1+ 2 2 1 arcsen—
= _[ a’ cos? tdt = — j ﬂtdt:—a— t +=sen2t o
2 J 2 1 2 4l 2 p
- - 2
2 2

2
__2 arcsen£—£+isen2 arcsenB —Esenz .
4 a 2 2 a 2

Por se ter sen2t=2sentcost, que no ponto arcsen = se traduz em

a

2

2p4ja® - .
senz(arcsen Bj _2p cos(arcsen B] = senz(arcsen 3) = p—2p . substituindo vem
a a a a a

2
:—%{arcsen£—§+2—pa/a2 _pz}:

a 2a’
1 = 2 1 p .1,
:——«fa —p° ———arcsen=+=a‘’r.
4 N 4a° a 8
10. Coledide

< send .
A curva que tem por equagéo p = aT chama-se cocledide.

Da analise da equagéo, podemos perceber qual a forma da curva. Quando & varia
desde O até 7 o0 seu ponto gerador descreve o arco representado a vermelho na figura tan-
gente ao eixo polar. Quando @ varia de 7 a oo, obtém-se uma série de arcos fechados to-
dos tangentes ao eixo polar no ponto O.

Aos valores negativos de &, obtém-se outro ramo da curva, representada a azul na

figura, simétrico ao anterior em relacéo ao eixo polar.
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Figura 18-Clocledide

a>0
a(dcosl —send
Calculando 92 = ( _ ) _acosé _p e como Hp:asenecazasene,
de 0 6 0 P
acosd— _
d—p_ acosg P p( p), através da qual podemos afirmar que g—g:o,

do _ asend asend  asend
p p
quando p =0 etambém quando p=acosé.

. . . 1 . . -
Logo a circunferéncia de raio igual a EOA’ e cujo centro coincide com o ponto médio de

OA, intersecta a curva nos pontos onde p passa por um valor maximo ou minimo.

Sendo (x,y) as coordenadas cartesianas e (p,0)as coordenadas polares do mesmo

ponto, entdo X = pcosfe y=psend, que derivando vem e dx:cose—psened— e
Y2,

dy =senf+ p coseg—g sendo, portanto,
Y2
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asend
send + p cos edi send + pcos

dy _ dp _ p(acosf—p)
X coso— psend 30 coso— pseng— 20
d p(acosd—p)
acosésend
senf+—————
dy _ acos@—p  2asendcosf—psend
- = . a =
d« ., asen’d a(cos® 0 —sen’6) - pcosd
acoséd-p

G
dy _ asen20—psend _ @senza- psend

dx acos20— pcosd Locosze_pcos@
send

Op
send

cOmo a = , Vém

Opsen26 — psen’d
send Gpsen20— psen’d  Osen26—sen’0

6p cos 26 — p cos #send - p cos 26 — p cos Hsend B 0¢os ZH—ESEHZH.
send

Utilizando a regra de Lopital, duas vezes, podemos concluir que a tangente a curva

no ponto A é perpendicular ao eixo das abcissas.

A derivada g—ys() é infinita nos pontos que verifiquem
X

0cos 26 —%senze -0 0(c052 0-— sen2¢9) —senfdcosf =0 <

o Bsend (cos® 6—sen’0)—sendcos & = 0 < asend(cos’ 6 —sen’6) — psendcos O =0 <
P

=N senté’(a(cos2 0—sen’g) - pcos 6?) =0
a(cos® @—sen’d)— pcosf=0.

Mudando esta equacdo para coordenadas cartesianas, ou seja, fazendo
X=pcosfe y=psend,

2 2
verifica-se que a(X_Z_y_zj =xoad—ay’ = pPxa(xt - y?)=(x+y°)x,
PP
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logo todos 0s pontos em que a tangente é perpendicular ao eixo das abcissas pertencem a
cubica representada por esta equacao, ou seja, uma estrofoide.

Para analisar os pontos onde a tangente é paralela ao eixo das abcissas resolvemos a

equacéo dy =0, ou seja,
dx

6sen26 —sen’6 =0 < 26senfcos @ —sen’6 =0,

asend
Yo,

que conjugando com a equagéo da curvad = vem

< 2asendsend cos O — psen’d = 0 < sen’d(2acosf— p) =0 <

L =2acosé.
Esta igualdade permite concluir que os pontos procurados pertencem a uma circunferéncia

de raio igual a a e centroem A.

A equacdo, em coordenadas polares, das tangentes a coleoide €

6,sen26, —sen’g, (

1 pCosO— p,cosb,) <
6, cos 26, — > sen26,

psend — p,send, =

_ 26,5en20, —2sen’6),
260, cos 26, —sen26,

_ 2
. HJ = pySend, — p, Cos 20,sen26, —2sen”6,

< p| send A =
26, cos 26, —sen26,

< p(26, cos 20,sen0 — sendsen26, — 20,5en26, Cos O + 2sen*6, cos 0) =
26, p,send, cos 26, — p,send,sen26, — 26, p, cos 6,5en20 + 2 p, €os 6,5en’6, <
& p(26,5en(0-26,) - sendsen26, + 2sen’g, cos ) =
Py (26,5€n (6, — 26, ) — send,sen26, cos 6, + 2cos Gsen’d, ) <
=S p(2¢903en (60— 26,)—2sen@send, cos b, + 2sen’6, cos 6') =
Py (—26,5en(~6,) — 2send,send, cos 6, + 2¢os Gysen’d), ) <
< p(26,5en(6—26,)—2send, (send cos G, —send, cos B) ) = p, (—26,send, ) <

< p(26,5en(0-26,)—2send,sen(6-6,)) = p, (—26,5en6d, ) <

N 11 26,sen (60— 26, )—2sendsen (60— 6,) -
P Fo ~20,5ené),
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1 _sen(9—2¢90)+ sen(@—&o). VI

< — =
Yo, p,5end, asend,
3
: : ("4 )2 d’p
O raio de curvatura da curva determina-se por R = — 3 -. Calculando —=, vem
P +2p " —pp do
dp dpj
——(acosd—p)+ p| —asend ——— | |asend — p(acosd— p)acosd
dzp_[dé?( ?) p( do A P)
do’ a’sen’d

asend asend

a?sen’d

_ 2 2 _
[p(aCOSH P) —pasenﬁ—p (acos@ p)Jaseng_p(acose—p)aCOSQ

~ ,o(acos@—,o)2 — pa’sen’d— p*(acosd—p)— pa(acosd—p)cosd
- a’send -

_ pa‘cos’ @-2pacosd+ p’ — pa’sen’d— p’acosf+ p° — pa’cos’ 0+ p’acosd
- a’sen’d -

_ —2p’acosf+2p° —pa’sen’d -2p’acosf+2p° - p°0°

TP —— , que substituindo vem
a“sen-g a“sen<6

2

2 (p(amw—p)] 2

+
P asend

2
acosé — —2p° 3 _ p%p?
e placosd-p) (2 ac032<9+22p p°0
asend a“sen-@

3
2 pa’cos’ @ —2p*acosd+ pt |2
P a’sen’d
, 2p*a’cos’ @—4placosf+2p*  2p’acosd-2p* + pto?
,0 + 2 2 + 2 2
a‘sen‘é a‘sen-@

f—

3
2

(pa’sen’6 + p*a® cos’ 6 —2p°acos 0+ p* )

a’sen’d
= =
pra’sen’d+2p°a®cos’ @ —4p’acos@+2p* +2p°acosd—2p* + po?
a’sen’d

Vi
No Tratado das Curvas Especiais Notaveis de Gomes Teixeira
1 sen(9—26’0)+sen(9—490)

Yo, Lo asend,
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3
2

(pza2 (sen’0+cos® ) —2p°acos 6+ p4)

=
( p'o% +2p%a’ (1-sen’0)—2p°acos 0+ p*6° ) asend

3

(,oz(a2 —ZpaCOSH+p2))2
(p'6% +2p°a* +2p*a’sen’0 -2 p*acos 0+ p*6° ) pO

3

p’(a° —2,oacosé?+,oz)2

(007 +2p%a’ +2p*6" —2p°acos 0+ p*6° ) po

3

pa(az—ZpaCOS¢9+p2)2 (a*—2pacosf+ p°)
=N
260p° (a* - pacos ) 20(a* - pacoso)

3
2

11. A Clotoide
A Clotoide é a espiral de equagéo
ps=a’,
sendo p o raio de curvatura da curva num ponto qualquer, s o comprimento do

arco compreendido entre esse ponto e um ponto fixo e a uma constante.
Para obter a equacdo da curva em coordenadas cartesianas, vamos recorrer

ao calculo integral.

Conjugando as equacdes |o (t)‘:\/(x' (t))2+(y' (t))2 e o' (s)|=K(s), e tendo

em conta que o raio de curvatura é o inverso da curvatura, deduz-se que
2 2 1
(x) +(v) 7
2 2 i o . . X .
Porse ter (') +(y') =1, derivando vem 2xx"+2yy =0<>y =-=x', e subs-
y

tituindo em

(KT 4l ) = e oSk <t ) =2
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@(x")zz%(y')z, e por (x'(t))2+(y'(t)) =1 vem

Das equacdes diferenciais deduzidas infere-se

dx_1dy d’y 1 x

ds?  pds ds> pds’
das quais se deduz tambem as seguintes

d’x s dy d’y s dx
2= e Y- 22
ds* a®ds ds? a’ ds @

Vamos integrar, fazendo a substituicao

& =t e dy =z
ds ds
que derivando vem
d’x dt d’y dz
_2 = — e _2 = —,
ds® ds ds® ds
Conjugando estas Gltimas com as equacfes (1) vem
dt _sdy dt_s dz sdx dz s dx

=— = > e T T2 = =T
ds a“ds ds a ds ads ds a“ ds
E como a equacgdo ds® = dx® +dy® equivale a

2 2 2
d—szzd—xz+diz<:>t2+z2 =1
ds® ds° ds

substituindo vem

ﬂ=i2x/1—t2 e %:—% 1-2°.
ds a ds a

A 1 . o ., . dt s A
Resolvendo a equacdo diferencial de variaveis separaveis P 1-t* , obtém-
s a

Se

a’dt=ds xsy1-t?,

podendo ser escrita na forma
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Integrando vem

2 2
a’arcsent + cl—(% + 02} =c3<t=sen (% + CI],
a

dx
g como —=t, vem
ds

dx s?
—=sen| —+¢, |.
ds 2a

2
De forma anéloga se deduz a equacédo g—z =C0sS [Zs_az + clj.

Para determinar os valores de x e y dispomos das equagdes:
S 2 S 2
S S
x:jsen —+C |ds+c, e yzjcos —+C, |ds+cy,
0 2a 0 2a
as quais podem ser simplificadas, adoptando para origem das coordenadas 0 ponto
origem dos arcos, (onde s=0) e para eixo das ordenadas tangente a curva no
mesmo ponto. Uma vez que neste caso, tem-se que ¢, =0, ¢,=0 e ¢, =0, e por-

tanto,

S sZ S S2
x:fsen —|ds e yzfcos — |ds. (2)
5 2a 0 2a
Da equagdo ps = a*, pode-se inferir a forma da clotdide, ou seja, p somente
adquire o valor «, quando s=0, e sO sera igual a zero, quando sé . Logo, a
curva tem um ponto de inflex&o na origem. Tendo em conta que o raio de curvatura

é o inverso da curvatura, podemos também concluir que a curvatura aumenta cons-

tantemente com s .
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-0.75

Figura 19-Clotoide

SZ
dy cos| ——
< ds _ dy 28 s’
Darelagdo -2 =—==———<=cotg| —; |, conclui-se também que as tangen-
dx  dx cenl S 2a°
ds 232
tes a curva, paralelas ao eixo das abcissas correspondem aos valores de

s 7 3757 In n .
2 g g E os pontos onde as tangentes sdo paralelas ao eixo das

2
. S
abcissas correspondem aos valores de Py 0,7, 2rx,3nx,....
a

Nas equacdes (2), vamos fazer a seguinte substitui¢do

e tomando como limite de so oo, vem

o0

limx = | senv x dv<:>I|mx—

ajsenvy,
= fsenve VTN

. cosv
Analogamente, limy =
S=00

e

Os integrais que figuram nestas equacdes sdo conhecidos da Analise pelo

. , . a
nome de integrais de Fresnel e representam o nimero constante E\/; .
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Portanto
. a . a
I|mx=5«/7r e I|my=5«/7r.
S=00 S=00

Logo a curva aproxima-se indefinidamente de G aﬁ %aﬁ}, conforme

s se aproxima, também indefinidamente, de oo.
Fazendo s=-s, x e y mudam de sinal, logo a curva possui outro ramo

igual ao considerado, disposto nos eixos das coordenadas negativas, como o pri-
meiro estd nos eixos positivos.

A clotdide tem duas propriedades interessantes que se referem aos centros

de gravidade dos seus arcos, que passamos a enunciar e demonstrar:

1. O centro de gravidade de qualquer arco da clotdide pertence a recta
que une os centros de curvatura dos extremos do mesmo arco.

Sejam s, e s, os valores de sa contar da origem das coordenadas, até as ex-
tremidades de um arco da clotdide; (X,,Y,) € (X.Y;) @s coordenadas destes pontos

e (X ,Y) as coordenadas do centro de gravidade do arco.

Sabemos que

Sy S

(sl—so)X:jx(s)ds e (sl—so)Y:jy(s)ds,

So So
conforme foi dito no primeiro capitulo deste trabalho.

Conjugando estas equagdes com as da curva vem

(5,-5,) X =Ix(s)ds=il[jsen(25—;nds,

0

que integrando por partes obtém-se

s g2 5y g2 So g2 5 g2 5 g2
s|sen| — |ds| —|sxsen| — |ds=s, | sen| — ds—s, | sen| — |— | Sxsen| — |ds
sfon{ g | {5 o= o 5 - fm |- Jovn| 7
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Logo

S SZ So SZ ) S2 S2
= —  ds— S i S P —0_
(sl—so)x—sllsen(zaszs solsenizazjdwa (cos(zazj COS(ZaZD'

De forma analoga, podemos obter
S 2 Sp 2 2 2
_ S ls— S |g2 S| _gen| o
(5,—5,)Y = 81£C05[2a2 jds SO-([COS[ZaZJ a (sen(zazj sen(2612 n

Para determinar o centro de curvatura (a, ,B), dadas por

[f?+97]g [f7+g?]f
a=1) fg-fg ° ﬂg()+fg—fg
St 52 S Sz
sendo f=jsen — [dse g:jcos — [ds vem
5 2a 5 2a

s2 s2 s?
sen Zj +cos(2j cos(zj
s 52 2a 2a 2a
azjsen 5 ds —
5 2a s S s
sen| — || ——5sen| —— | |-
2a a 2a

) {sen(;;z] +cos(25;2] ](sen(;;j]
ﬂ:Icos( > 2jds+
B ) e R G
sen 5 5 sen 5 5 COS 5 | |cos 5
2a a 2a a 2a 2a

SZ
sen| ——
S s2 (2&2) S S2 aZ SZ
:jcos > |ds+ :jcos — |ds——sen| — |.
0 2a S 0 2a s 2a

Representando por (. ) € (o, ;) as coordenadas dos centros de curvatura nas

extremidades do arco considerado, podemos ver que
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5 SZ SZ So SZ SZ
— 2 1 2 2 H
slal—soao—sljsen — [ds+a“cos| —5 —sojsen — |—a“cos| —= |, ou seja

5 2a 2a 0 2a 2a

igual (s, —s,) X ,

? s? ) s K s? ) s? .
SO —Sof = slicos(Est—a sen(ﬁ}—sogcos(§j+a sen[gj ou seja
igual (s, —s,)Y .
Entdo

(51_30))(:310‘1_50050 € (51_50)Y251ﬂ1_50ﬂ0-

Considerando o determinante

X Y
a, By 1
a p 1

(5,-5) X (8,-%)Y (5.-5)
ou | S S.f, S|

—So% Sy S

verifica-se por meio das igualdades anteriores que o determinante é igual a zero,
logo o centro de gravidade de um arco e 0s centros de curvatura das extremidades

do mesmo arco sdo colineares, logo pertencem a mesma recta.

2. As coordenadas do centro de gravidade do arco OP, sendo P um

ponto da clotdide, esta situado na interseccdo do circulo osculador em P com a

perpendicular a tangente em O, tracada pelo ponto (al,ﬂl).

Nas expressoes ja determinadas
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quando s=0 vem

2 2 2 2
s X _s.[sen(za }ds+a [cos(;a ]—1} e le—sIcos(za ]ds a sen(;a j

Por outro lado, calculando «; e g, nas formulas ja encontradas

s SZ a‘2 SZ a2 SZ
a:Isen — |ds+—cos| — |, jcos ds+—sen| — | vem
0 2a s 2a s 2a
2 2 2
J'sen[ jds+a—cos(—1] Icos[ jds+—sen( ! 2].
S, 2a’ S, 2a

Verifica-se que
sX=sa-a"eY=4.

E sendo a equagdo do circulo osculador da clotdide, no ponto (x,y;) é

(x—al) +(y- ,81)2 :a—z, verifica-se, por substituicdo que X e Y a satisfazem.
l
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Concluséao

Tendo este trabalho chegado ao fim, sinto que o conhecimento que adquiri sdo pila-
res importantes para a minha formag&o. Com a realizacdo desta tese tive oportunidade de
elevar os meus conhecimentos cientificos em vérias areas do saber.

Consciente da necessidade de uma permanente e actualizada formacdo continuarei a pug-
nar pelo seu crescimento e enriquecimento.

Para terminar gostaria de registrar a minha admiracéo por este grande matematico

portugués, Francisco Gomes Teixeira.

LXXXVII



Bibliografia

Teixeira, Francisco Gomes,(1912) "Curso de Analyse Infinitesimal™ - Calculo Integral.
(3aEd). Obras Sobre Matemética (Vol. 6) Coimbra: Imprensa da Universidade.
P.Appell e D. Dautheville(1910) “Précis de Mécanique” Gauthier-Villars, Paris

Lawrence, J. Dennis. (1972) “A Catalog of Special Plane Curves” Dover publications,

New York
Rutter, John W. (1935) “Geometry of Curves” Chapman & Hall.

Carmo, Manfredo P. (1976) “Differential Geometry of Curves and Surfaces” Prentice

Hall, New Jersey
Teixeira, Francisco Gomes(1905) “ Tratado de Las Curvas Especiales Notables” Gaze-
ta de Madrid, Obra publicada em tomo XXII de las Memorias de la Real academia de

Ciencias exactas, Fisicas y Naturales de Madrid

Teixeira, Francisco Gomes, “ Traité des Courbes Spéciales Remarquables planes er

gauches, Editions Jacques Gabay

LXXXVII



	PR_raquela_martins_253163
	mm_raquel_martins_dissertacao

