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Resumo

Este trabalho aborda o tema dos quaternioes e a sua importancia na aplicagao
ao mundo tecnolégico. Com o titulo “os quaternioes e suas aplicagbes” pretendemos

dar um pequeno contributo, iluminando uma temaética muito interessante.

Na génese dos quaternioes estd o matematico irlandés William Rowan Hamilton
que, motivado por uma profunda convic¢ao de que os quaternioes poderiam revolucio-
nar a Matematica e a Fisica, foi o pioneiro de uma nova teoria que transformou o mundo
moderno. Hoje, confirma-se que os quaternioes e suas aplicacoes se manifestam em
diferentes ramos das ciéncias tais como a mecanica, a geometria, a fisica matematica,

com grande relevo na animacao em 3D e na robotica.

Este trabalho estd dividido em diversas fases. Inicialmente, fazemos uma
introdugao com as razoes subjacentes a escolha deste tema. Num segundo ponto,
apresentamos o raciocinio e motivacoes de Hamilton na descoberta dos quaternioes,
numa nota histérica. Num terceiro momento, fazemos um estudo dos quaternioes e
suas representacoes. Apresentamos as operacoes que conferem a estrutura de algebra,
bem como as suas propriedades fundamentais, tal como a descricao de resultados
algébricos de grande utilidade. De seguida, fazemos um estudo das rotacoes em R3,
com as varias representacoes através de matrizes, quaternioes, eixo-angulo e angulos de
Euler. Por fim, descrevemos e analisamos algumas aplicacoes de forma exaustiva que
demonstram que este conteido tem uma utilidade definitiva na evolucao da tecnologia.
[lustramos como os quaternides sao utilizados apresentando alguns resultados muito
interessantes no dominio da trigonometria esférica, aeronautica, engenharia aeroespa-
cial e astronomia. O trabalho termina com uma breve indicacao dos pros e contras na
utilizacao de quaternides versus matrizes ou angulos de Euler e uma conclusao final
do trabalho.

Em sintese, os quaternioes sao um contetdo estratégico no desenvolvimento de

diversos ramos das ciéncias com diferentes aplicacoes que fazem girar o mundo.



Abstract

This work examines the theme of quaternions and their importance in applica-
tions to the technological world. With the title “quaternions and their applications”

we aim to make a small contribution, illuminating a very interesting subject.

On the genesis of the quaternions is the Irish mathematician William Rowan
Hamilton who had a deep conviction that quaternions could revolutionize Mathema-
tics and Physics, he was the pioneer of a new theory that transformed the modern
world. Today, it is confirmed that quaternions and their applications are manifested
in different branches of science such as mechanics, geometry, mathematical physics,

with great emphasis on 3D animation and robotics.

This paper is divided into several stages. At first we present an introduction
with the reasons behind the choice of this theme. Secondly, we present the rationale
and motivations of Hamilton in the discovery of quaternions, in a historical note. In
a third moment, we make a study of quaternions and their representations. Here we
present the operations that provide the algebraic structure and their fundamental
properties, as well as the algebraic description of useful results. Then we study
rotations in R? with several representations such as matrices, quaternions, axis-angle
and Euler angles. Finally, we describe and analyze exhaustively some applications that
demonstrate that this subject has a definite usefulness in the evolution of technology.
We illustrate how quaternions are used by introducing very interesting results in the
field of spherical trigonometry, aeronautics, aerospace engineering and astronomy. The
paper ends with a brief indication of the pros and cons in using quaternions versus

matrices or Euler angles, and with a final conclusion of the work.

In summary, the quaternions are a strategic content in the development of

various branches of sciences with different applications that make the world go around.
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Lista de abreviaturas

H — conjunto dos quaternioes

TH — conjunto dos quaternioes puros

S3 — conjunto dos quaternioes unitarios

S? — conjunto dos quaternioes puros e unitarios

H* — conjunto dos quaternioes nao nulos

R(q) — parte real do quaternido ¢

$(q) — parte imaginaria do quaternido ¢

M (C) — matrizes 2 x 2 de C

Tr(A) - trago da matriz A

SO(3) — conjunto das matrizes de rotacao em R3

z* — conjugado de z

g~ — inverso de ¢

RZ — rotagao do referencial em torno do eixo z segundo o angulo

(Ri)/ — rotacgao do ponto em torno do eixo z segundo o angulo v

R, — matriz da rotacao do referencial em torno do eixo z segundo o angulo ~
R} — matriz da rotagao do ponto em torno do eixo z segundo o angulo
q; ., — conjugado do quaternido g,

A" - conjugada da matriz A

A' — transposta da matriz A

c. q. d. — como queriamos demonstrar



Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento da matematica no século XIX foi considerado por muitos au-
tores como a “Idade de Ouro”. Produziu-se em quantidade e qualidade, introduziram-se
novos conceitos, aprofundaram-se e diversificaram-se os campos de pesquisas, determi-
nando grandes avancos nos diversos ramos da Algebra, Geometria e Andlise, dando-se
uma grande énfase a abstracao e ao rigor da fundamentacao. Entre os grandes vultos da
matemética surge William Hamilton que deu uma decisiva contribuicao na formulagao

e desenvolvimento das chamadas Algebra Simbdlica e Linear [Ros10, pp. 39-55|.

Um momento de inspiracao de Hamilton numa caminhada realizada junto
ao “Royal Canal” com a sua mulher, reformou uma ideia que persistia ha séculos.
Descobriu que a propriedade comutativa da multiplicacao nao era necessaria para
uma algebra consistente. Esta descoberta fez com que a sua dedicagao fosse total aos

quaternioes para o resto da sua vida.

A opcao por este tema tem subjacentes motivacoes de ordem pessoal, natureza
educativa e de atualidade tematica. A atualidade do tema vai sendo referida ao longo
do trabalho, com uma abordagem, no final, da relevancia da aplicacao dos quaternioes
na animacao 3D e na robotica. A motivagao de natureza educativa reside, para além
do interesse na algebra quaternionica, em fornecer mais um exemplo de matematica
que se desenvolve impulsionada pela prépria matematica, mas que vem a ser bastante
aplicada de multiplas formas. Para a autora é fascinante o estudo numa area onde se
vislumbra, em aplicagoes praticas, a importancia da matematica no contexto da vida

real. Um dos objetivos deste estudo, que foi alcancado, passava por iluminar, apesar

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

de alguma invisibilidade aos olhos do mundo, a importancia da mateméatica em tudo
o que nos rodeia. Os quaternioes sao o contetido que justifica esta constante procura
na construcao de um modelo fisico que fundamenta a relevancia da matematica. De
facto, a matemaética é a alma mater de todas as ciéncias e o motor de todas as coisas.
Do mesmo modo pensava o frade e matematico inglés do séc. XIIT Roger Bacon que

defendia que “a Matemdtica é a porta e a chave das outras ciéncias” ' [Bac28, p. 116].

'Esta frase foi retirada do texto que transcrevemos de seguida: “There are four great sciences,
without which the other sciences cannot be known nor a knowledge of things secured ... Of these
sciences the gate and key is mathematics ... He who is ignorant of this [mathematics] cannot know
the other sciences nor the affairs of this world”. Refira-se que os sites descritos na bibliografia desta

tese, estavam disponiveis durante o tempo que durou este trabalho.



Capitulo 2

Nota historica

Without the quaternions, as a stepping stone, it is doubtful if the vector
analysis of three dimensions, and matriz theory would have been discovered
as soon as they were (circa 1885), and much of today’s physics, chemistry,

and engineering would not exist.

Richard Andree [And71, p. 86]

K25 Sl

wwan Hamilron

Figura 2.1: O governo Irlandés dedicou o ano de 2005 a William Rowan Hamilton,
proclamando-o como: “Hamilton Year 2005”, celebrando o bicentenario do seu nascimento.

Para assinalar este acontecimento foi emitido este selo comemorativo.

Na origem da algebra dos quaternioes esta o matematico irlandés William
Rowan Hamilton (1805-1865). Aos 17 anos entrou no “Irinity College” em Dublin
para estudar matematica. No decurso dos seus estudos graduados detetou um erro no
grande trabalho realizado pelo mateméatico Laplace, “Celestial Mechanics” que originou
uma reacao publica do Presidente da Academia referindo-se a William Hamilton como

“the first mathematician of is age”. Aos 21 anos foi nomeado astréonomo real da

14
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Irlanda, assumindo o cargo de diretor do Observatério de Dunsink. Em simultaneo
acumulou o lugar de professor de astronomia do “Irinity College” da Universidade de
Dublin. Nos anos seguintes, distinguiu-se em diversos dominios da matematica pura e
aplicada, nomeadamente na 6ptica, na dinamica, nas equacoes diferenciais e na teoria

das equagoes [Swe94, p. 62-63|.

A sua aplicagdo continua no estudo de novas formas matematicas (entre as
quais tentou basear a teoria dos nimeros reais como nogao do tempo [Suz02, pp. 611
613]) traduziu-se na descoberta de um novo conceito de algebra, centrada nos ainda
misteriosos nimeros complexos. Até ai a algebra estava subordinada a visualizacao de
nameros complexos na forma x + iy como pares ordenados (x, %) e no trabalho que se

podia produzir com estes pares ordenados de nimeros reais [Str67, p. 171].

Comecou por legitimar a utilizagao tradicional dos nimeros complexos na ma-
tematica, também denominados de ntimeros hiper-complexos de classe 2. Demonstrou
que as operagoes de ntimeros complexos x + iy sao equivalentes aquelas que se efetuam
com pares ordenados reais (x,y) usando as propriedades usuais. Sobre este tema
publicou o trabalho Theory of Algebraic Couples [Ros10, p. 60]. O matematico irlandés

pensou depois em estender esta algebra a ternos ordenados.

A origem desta investigacao foi motivada pela sua curiosidade na interpretacao
geométrica da adigao e da multiplicacao de nimeros complexos no plano coordenado
R2. A interpretacao geométrica do produto de dois niimeros complexos é dada por
uma rotacao de vetores' no plano composta com uma homotetia. Esta conexao entre
a algebra dos niimeros complexos e as rotacoes no plano intrigou-o. Tentou por isso,
descobrir uma relagao andloga no espaco tridimensional usando triplos de nimeros
reais. Durante longos anos tentou produzir uma forma de multiplicar ternos de
numeros reais que satisfizessem as propriedades usuais, contudo toda a sua aplicacao

nesta matéria nao teve o sucesso desejado [CS03, p. 7.

Hoje sabemos que ndo existe uma multiplicacao R-linear de R*xR? em R3 que
prolongue a multiplicagdo de C = R? mergulhado em R3 pela aplicacao (a, ) —
(e, B,0). Com efeito, se e := (1,0,0), ¢ := (0,1,0), 7 := (0,0,1) é a base candnica de

R3, entdao ij devera ter a forma pe + oi + 74, para alguns p,o,7 € R. Supondo que

'Hamilton foi o primeiro matematico a usar o termo “vetor” [Mor99, p. 4].
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i? = —e, e que esta operagao ¢ associativa, resulta que i (ij) = ii (j) = —j e que

—j=pi—ce+Tij=pi—ce+T1(petoi+T1j)=(Tp—0)e+ (to+p)i+ 1],

entdo como e, i e j sao linearmente independentes, 7> = —1, implicando 7 ¢ R, o que
¢ absurdo [CG96, p. 196].

Em 1835 foi-lhe atribuido o titulo de “Sir”. Esta distinc¢ao foi justificada pelo seu
contributo no dominio da oOtica. Posteriormente, foi eleito Presidente do “Royal Irish
Academy”, em 1837. Apesar de todo o prestigio e sucesso que recolheu pelo trabalho
desenvolvido em anos anteriores, o problema da &algebra dos ternos ordenados conti-
nuou a inquieta-lo pelo menos durante mais de uma década. Uma parte substancial

da sua energia foi dedicada a este objeto de estudo.

Hamilton comecou por considerar, como ternos de niimeros reais os que tinham
a forma o + i + vj tal que 2 = j2 = —1. Supos, igualmente, a existéncia de um
elemento neutro e efetuou o célculo do quadrado de um niimero nas condigoes definidas

anteriormente
(a+iB+7j)* =a® = 2 —7* + 2iaf + 2jay + 2ij 57, (2.1)

onde o segundo membro é calculado da forma usual, supondo que é verificada a
propriedade comutativa. De seguida, confirmou que a multiplicacao destes niimeros
satisfazia a lei do moédulo: o comprimento do produto de dois vetores é igual ao produto
dos seus comprimentos, que pode ser escrita algebricamente por |[XY| = |X]|[|Y].
Entendeu que esta lei seria fundamental para que a sua teoria fosse consistente.
Hamilton procurava um produto que preservasse as distancias tal como acontecia nos

ntmeros complexos. O comprimento é tomado no sentido euclideano, sendo que
oo+ 8B+ 7j] = Va2 + B + 72
No caso particular em que X =Y, tem-se
X =X
De seguida, desenvolveu a equagao anterior atendendo a equacao (2.1),
(o +iB+97)%] = la+if + il &

& o — B2 =+ 2B + 2jay +2ijBy| =’ + B2+ &
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& (a? = 32— %)+ (2aB)° + (2a7)" + (267)° = (a2 + 52 +12) 2.

Mas como,
(0% + 82 +7%) % = (a® = 82 = 7*)* + (2a8)* + (2a7)?,

Hamilton estabeleceu que o produto devia satisfazer a condicao ij = 0. Contudo, esta
ideia ndo o satisfez. E nessa altura que se apercebe que o termo correto seria ij + ji em
vez de 2ij e que a igualdade ij = —ji seria suficiente para anular o termo (ij + ji) 57,

levando-o a abandonar em definitivo o uso da propriedade comutativa.

Concluiu que a propriedade comutativa da multiplicacao nao é necessaria para
uma algebra consistente. Esta sua decisao foi fundamental para conseguir ultrapassar
em definitvo uma ideia que perdurava ha séculos. Esta rotura com o passado ficou
associada a um momento de inspiracao ocorrido a 16 de outubro de 1843, enquanto
caminhava com a sua mulher entre o “Royal Canal” de Dublin até a& “Brougham
Bridge”?. Nesse momento, retirou o seu bloco de notas do bolso e escreveu as equacoes
fundamentais entre 7, j e k. Mais tarde, na carta dirigida ao seu filho Archibald definiu

de uma forma original este momento como [CG96, p. 199]>:

Not could I resist the impulse — unphilosofical as it may have been — to
cut with a knife on a stone of Brougham Bridge the fundamental formula

with the symbols 1, j, k:

Escreveu iguamente ao seu amigo John Graves a 17 de outubro de 1843 referindo
que [CG96, p. 197]%:

’Na verdade, a ponte chama-se “Broome Bridge”. Aparentemente foi erradamente soletrada por
Hamilton. Nos dias de hoje, na parede onde Hamilton cravou as equagoes, encontra-se uma, placa a

assinalar o local [Han06, p. 7].
3 Nem pude resistir ao impulso — néo muito racional — para cortar com uma faca sobre uma pedra

da Ponte de Brougham a formula fundamental com os simbolos i, j, k: i%2 = j2 + k? = ijk = —1.
4 Eis-me, portanto, tentado por um momento a imaginar que ij = 0. Mas isso pareceu-me estranho

e desconfortdvel, e percebi que a mesma supressao do termo a mais, pode ser obtida supondo o que
me pareceu. menos chocante, isto €, que ij = —ji. Fiz portanto, ij = k, ji = —k, reservando-me a

pergunta se k era ou nao 0.
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Behold me therefore tempted for a moment to fancy that ij = 0. But this
seemed odd and uncomfortable, and I perceived that the same suppression
of the term which was de trop might be attained by assuming what seemed
to me less harsh, namely that ij = —ji. I made therefore ij =k, j1 = —k,

reserving to myself to enquire whether k was 0 or not.

Neste episddio Hamilton terd percebido que esta descoberta seria o ponto de
partida que o levaria a fazer dos quaternioes o tema de estudo primordial para o resto
da sua vida. Todavia, até o seu melhor amigo John Graves se mostrou cético em
relacao a sua descoberta e entusiasmo. Em resposta a uma carta de Hamilton que
afirma que os quaternides tém aplicagoes na fisica e que pode certamente usa-los para

obter resultados na trigonometria esférica escreve [Sti04, p. 391]°:

There s still something in the system that gravels me. I have not yet any
clear views as to the extent to which we are at liberty arbitrarily to create

imaginaries, and to endow them with supernatural properties...

Porém, nada fez perturbar Hamilton em relacao a esta matéria e no desenvol-
vimento que pretendia fazer a partir desse momento. Esta ideia genial foi decisiva e
deu uma nova direcdo ao seu problema: com a introducao de k deu o salto até uma
quarta dimensao, isto é, a familia (1,4, j, k) era linearmente independente. Na carta
dirigida a Graves, escreveu [CG96, p. 197]:

and there dawned on me the notion that we must admit, in some sense, a

fourth dimension of space for the purpose of calculating with triplets.

Entretanto no célculo de k2,

k= (ij) (ig) =i (ji) j = —i (i) j = —i*5° = —1,

SHd ainda alguma coisa no sistema que me perturba. Ainda ndo tenho ideias claras sobre
até que ponto temos liberdade para criar arbitrariamente imagindrios, e dotd-los com propriedades

sobrenaturais...
e ali me dei conta que temos de admitir, em certo sentido, uma quarta dimensio do espaco para

se consequir calcular com ternos.
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a propriedade associativa foi referida talvez pela primeira vez na histéria da Matema-

tica. Hamilton destacou este facto, quando escreveu [CG96, p. 197]":

...the commutative character is lost...However it will be found that another
important property of the old multiplication is preserved, or extended to
the new, namely, that which may be called the associative character of the

operation...

Muitos anos antes, no século XVIII, Leonard Euler, numa carta a Goldbach em
4 de maio de 1748, apresentou implicitamente as leis de multiplicacao de quaternioes
sob a forma do “Teorema dos quatro quadrados” que referia o seguinte: Dados dois

inteiros T ey, escritos como uma soma de quatro quadrados, isto é
t=a 4+ +F+d e  y=e2+ A+ +h2
entao o seu produto também corresponde a uma soma de quatro quadrados,
zy =12+ m? +n?+ 0%

Para além de Euler, também Carl Gauss conhecia implicitamente as leis de multiplica-
¢ao de quaternies. Em 1819 numa nota (nao publicada na época) sobre “Mutagoes no
Espaco” percebeu que, ao usar nimeros complexos, o teorema dos quatro quadrados

decorria da igualdade:

(\u|2 + |v|2) (|w\2 + |Z|2) = |uw 4+ vz + [uz" —ow*|*,

onde u, v, we z € Ceu*, v*, w*, z* sao os respetivos conjugados de u, v, w e z. Esta

igualdade surgia do seguinte resultado:

U v w —z* U v w —zF
det( . *)-det< *>:det[< . *)< *>]
—v* wu z W —v* wu zZ W

Hamilton considerou que o teorema dos quatro quadrados foi o resultado essen-

cial para validar a sua teoria dos quaternioes e reconheceu um papel ativo na criagao

"...0 cardter comutativo estd perdido...Porém, ver-se-d que uma outra importante propriedade da

antiga multiplicagio é preservada ou alargada na nova, mais precisamente, o que pode ser chamado

de cardter associativo da operacao...
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dos quaternides apenas aos matematicos contemporaneos Gauss e Grassman [CG96,
p. 199).

Em 1853, Hamilton pulicou o livro “Lectures on Quaternions” com alguns dos
seus resultados. Volvidos 13 anos, em 1866 foi publicado, a titulo postumo, o livro
“Elements of Quaternions” [Smi59, p. 677].

Em “Lectures on Quaternions” Hamilton mostrou a utilidade dos quaternioes na
geometria e na trigonometria esférica. No entanto, foi nos “Elements of Quaternions”
que demonstrou aos gedmetras e fisicos que os quaternioes eram utéis no estudo da
geometria, da mecanica e da fisica matemética. Hamilton considerou este trabalho

como sendo a sua obra-prima [Beld5, pp. 201-202].

Alguns autores sao de opiniao que Hamilton dedicou demasiado tempo ao
estudo dos quaternides e suas aplicagoes & geometria, havendo reagoes ténues com

poucos mateméticos a partilharem do seu entusiasmo [Sti04, p. 402].

Apesar de tudo, durante algum tempo, os quaternioes foram um dos temas
centrais de estudo em cursos de matematica. Em Dublin, foi implementado um exame
de caracter obrigatério onde constavam como um contetido exigido. Em algumas
universidades americanas, estes faziam parte da matematica avancada que era leci-
onada. Surgiu, inclusive, uma escola de “quaternistas” em dois paises, na Irlanda e

na Inglaterra, que foi liderada apo6s a morte de Hamilton por Peter Tait e Benjamin
Pierce [CS03, p. 7|.

Ainda nessa época, surgiram algumas vozes que contrariaram a importancia e
utilidade dos quaternioes, entre as quais do Lord Kelvin que ficou famoso pelo trabalho
em termodinamica. Num comentario agressivo e cautstico relativamente a descoberta

de Hamilton referiu o seguinte [CG96, p. 201]%:
Quaternions came from Hamilton after his really good work was done; and
though beautifully ingenious, have been an unmized evil to those who have

touched them in any way.

Por outro lado, em contraste com as vozes dissonantes, Thomas Hill, aluno de

80s quaternides provieram de Hamilton apds o seu trabalho realmente bom e, apesar de
maravilhosamente engenhosos, tém sido maléficos para todos aqueles que de alguma maneira os

abordaram.
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Benjamin Pierce e presidente de Havard, em 1862, afirma [CG96, p. 201]%:

In the great mathematical birth of 1843, the Quarternions of Hamilton,

there is as much real promisse of benefit to mankind as in event of Victo-

r8a°s retgn.

Os quaternioes revolucionaram a matematica. Hoje, confirma-se que os qua-

ternides e as suas aplicacoes abarcam diferentes ramos das ciéncias que levou o mate-

mético E. T. Bell a escrever [Bel45, p. 189]':

To the astonishment of some, it was found that the modified algebras, such
as Hamilton’s quaternions, were adaptable to mechanics, geometry, and

mathematical physics. The dead hand of authoritative tradition had been

brushed aside; mathematics was free.

9No grande nascimento matemdtico de 1843, os Quarternides de Hamilton, existe igualmente uma

promessa real de beneficio para a humanidade tal e qual como num evento do reinado de Victoria.
°Para o espanto de alguns, verificou-se que as dlgebras modificadas, tais como os quaternides de

Hamilton, eram adaptdveis & mecdnica, geometria e fisica matemdtica. A mao morta da tradi¢do

autoritdria tinha sido posta de lado; a matemdtica era livre.



Capitulo 3
Algebra dos quaternioes

Neste capitulo fazemos uma introducao ao estudo dos quaternides e das suas
diferentes representacoes. Apresentamos as operacoes que lhes conferem a estrutura de
algebra, bem como as suas propriedades fundamentais. Terminamos com a exposicao

de resultados algébricos de grande utilidade.

3.1 Definicao de um quaterniao

Um quaternido ¢ um elemento de R*, logo pode ser escrito na forma ¢ =
(90, q1, G2, q3), onde qo, q1, Go € g3 sdo numeros reais que se designam componentes

do quaterniao.

Considere-se a base de R* dada por
1=(1,0,0,0),i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k =(0,0,0,1).
Nesta base um quaterniao é da forma
q=qo+1iq1 +jg2 + kgs.

Esta foi a representagao usada por Hamilton que impos as seguintes condigoes [Ham67,
p. 2

S (3.1)
jk =i= —kj
ki=j=—ik
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que permitem definir a multiplicacdo. O conjunto de todos os quaternioes denota-se
por H, ou seja

H = {qo0 +iq1 + jgo + ka3 : qo, 1, @2, g3 € R}.

Definicao 3.1.1 Dois quaternides p,q € H sao iguais se e sé se tiverem as mesmas

componentes.

O quaterniao ¢ também pode ser representado na forma

QZQO+Q7

onde gy = R(q) diz-se a parte real do quaternido e q = iq; +jg2+kgs = I(q) é chamada

a parte pura ou imagindria do quaterniao.

Se qo = 0, entao diz-se que o quaterniao ¢ = q = iq; +jg2 +kgz é um quaterniao

puro. Para o conjunto de todos os quaternioes puros vamos usar a notacao ZH, isto é,

TH = {qo +iq1 + jg2 + kqs € H: gy = 0}.

Temos, entdo, que um quaternido ¢ a soma de um escalar gy com um vetor q
de R?, sendo agora i, j e k a base usual de R3, a saber, i = (1,0,0), j = (0,1,0) e

k = (0,0, 1). Podemos ainda representar o quaterniao na forma ¢ = (qo, q) -

3.1.1 Adicao

Definicao 3.1.2 A adigcao de dois quaternioes p e q € definida pela adi¢ao das com-

ponentes correspondentes.

Como a adicdo de quaternioes assim definida é exatamente a mesma para os
nimeros de R*, podemos afirmar que H satisfaz as seguintes propriedades em relacao

a adicao:

(a)  existe um elemento neutro, o quaterniao zero, ou seja, o que tem as

coordenadas todas nulas;
(b) cada elemento tem um inverso, a que se chama o seu simétrico;

(¢c) € associativa;
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(d) é comutativa.

Conclui-se que (H,+) é um grupo abeliano.

3.1.2 Multiplicacao

Comecemos por definir o produto de um quaternido por um escalar [Val64,
p. 33].

Definicao 3.1.3 Sejam q = qo+1iq1 +jg2 +kgs um quaterniao e c = c+0 um escalar.
Entao

cxq = cqo+icq + jega + kegs.
Por simplificacao de escrita vamos omitir, em geral, o simbolo * daqui em
diante.

E facil provar que, dados os escalares ¢; e ¢y € 0s quaternioes p e ¢, se verificam

as seguintes igualdades:
(a) (c1c2)q=c1(c2q);
(b) (c1+c2)q=c1q+ cag;
(¢c) a(p+q)=cap+ap;
(d) lqg=q

Como H com a operacao de adicao ¢ um grupo abeliano e verifica as proprie-

dades anteriores, conclui-se que H é um espaco vetorial real.

O produto de dois quaternides p e ¢ é determinado pelas condi¢des (3.1) de

Hamilton e por se exigir que seja associativo.

Definicao 3.1.4 Considerem-se os quaternioes p = po + ip1 + jp2 + kps e ¢ = qo +
iq, + jg + kqs. O produto de p por q é

pqg = (po+ip1 +jp2 +kps)(q +iqs +jg + kgs) =
= (pogo — P1q1 — P22 — P3g3) + 1(poq1 + P1go + P2gs — P3q2) +
+J(Pog2 — P1gs + p2go + pa3q1) + k(pogs + p1ga — p2qi + P3qo)-
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Podemos, ainda, reescrever esta definicao atendendo as defini¢cbes de produtos
escalar e vetorial em R3. Esta definicdo foi apresentada por Benjamin Olinde Rodri-

gues, matemaético francés de ascendéncia portuguesa [Ribl1, p. 8|.

Definig¢ao 3.1.5 (Olinde Rodrigues) Sejam p =po+p € ¢ = qo + q entao

Pg = Podo — P-4+ pod + qop + P X q, (3.2)
onde p-q representa o produto interno dos vetores e p X q representa o produto vetorial.

E curioso notar que uma das ferramentas mais usadas na geometria e na
fisica é o vetor, uma nocao que surgiu com os quaternides de Hamilton. A analise
vetorial foi desenvolvida mais tarde, acabando por prevalecer relativamente ao uso dos

quaternioes. O resultado da multiplicacao dos quaternioes puros
p =ip1 + jp2 + kps e q = iq1 + jgz + Kgs,
que é igual a
PA = —(p1q1 + P2g2 + p3q3) +1(p2gs — p3g2) +Jj (p3q1 — p1gs) + k (p1ga — p2qu)

representa a soma do produto vetorial dos vetores p e q com o simétrico do produto

interno dos vetores p e q, isto é

Pa=pXq—p-q. (3.3)

A algebra vetorial comecou a partir deste produto quaterniénico com o mate-

maético Josiah Gibbs que publicou o seu trabalho no ano de 1901 [Mal04, pp. 6-7].

Na multiplicacao pq, temos que

R(pg) = pogo — P - a (3.4)

S(pg) = pod + P + P X q. (3.5)

Também se verifica facilmente que, dados os quaternides p, ¢, r € He c € R, a

multiplicacao de quaternioes verifica as seguintes propriedades:

(a) (pg)r=p(qr);
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(b) (p+q)r=pr+aqr
(¢c) plqg+r)=pq+pr;
(d) (cp)q=p(cq) =c(pq).

Note-se que, em geral, p X ¢ # ¢ X p, isto é, o produto vetorial nao é comutativo,

confirmando que a multiplicacao de quaternides nao ¢ comutativa.

Como H é um espaco vetorial real e verifica as propriedades anteriores podemos
concluir que H é uma dlgebra real nao comutativa. Como a associatividade se verifica
(propriedade (a) anterior), podemos dizer que a dlgebra dos quaternices é uma dlgebra

assoctativa.

Sabemos que (H, +) é um grupo abeliano, que (H, *) é um mondide (verifica as
propriedades associativa e existéncia de elemento neutro, o quaterniao identidade, que
corresponde ao escalar 1) e que H goza da propriedade distributiva de * em relagao a

+. Por conseguinte, (H, +,*) é um anel.

3.1.3 Conjugado

Vamos designar por ¢* o conjugado de q.

Definicao 3.1.6 Seja g = qo+q = qo + iq1 + jgo + kqs.

O conjugado de q € q¢" = qo —q = qo — i1 — jgo — kgs.

Facilmente se provam os seguintes resultados se atendermos a definicao anterior.

Proposigao 3.1.1 Dados p=py+p =po+ip1 +]jp2 +kps, ¢ =q +9=q +iq +
Jo2 + kg € H, entao

(a) (¢") =g
(b) (p+q) =p" +q;

(c) (pq)* =q" p*

(d) R(q*) = RN(q);
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(e) S(q) =S(—q);
f) ¢"=q <= qeR = q=R();
(9) ¢"=—q = qeIl <+ q="S(q);

(h) ¢a=q¢" =@+ ¢+ 6+

(i) 4+q" =20 <= q+q¢=2R() <= R =21,

() ¢—¢" =204 <= q-q¢ =230 <<= S@=%5"
A proposicao seguinte é geometricamente facil de provar.

Proposicao 3.1.2 Seja ¢ = qo +ig1 + jgo + kqz € H. A funcio f : ¢ —> ¢* € uma
reflexao na reta real R identificada por qq, isto €, os pontos fixos da conjugacao sao o0s

pontos da reta real R(q).

Realce-se que, se atendermos a propriedade (a) anterior, podemos afirmar que

a funcao f da proposicao anterior ¢ uma involugao.

3.1.4 Norma

Definicao 3.1.7 A norma de um quaternido, q = qo + ig1 + jgo + Kqs, para a qual se
usa a notagao N(q) ou |q|, que é também chamada comprimento ou médulo de g, € o

escalar nao negativo definido por [Dumll, p. 228|:

lql = \/Q§+q?+q§+q§. (3.6)

Um quaternido diz-se unitario se a sua norma for igual a 1.

Note-se que [Cas87, p. 24|

9" =q"q=qq" (3.7)
e que

lq"| = |ql- (3.8)

Mostra-se, por indugao, que a norma dum produto finito de quaternioes é o
produto das normas dos quaternioes. Neste trabalho vamos mostrar apenas que a

norma do produto de dois quaternides p e ¢ é o produto das suas normas.
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Proposicao 3.1.3 (Lei do médulo de Hamilton) Sejam p e q dois quaternides,

entao

Ipg| = [p| lql.

Demonstracao: Vejamos que
pal® = Ipl* la]*, (3.9)
o que é equivalente ao que é pretendido. De facto,
pal* = pa(pgq)*
= pq p”
2«
plal"p
.2
= pp*lql
= |pl*lql*.

A igualdade (3.9) também prova o resultado a seguir que ja foi enunciado neste
trabalho.

Teorema 3.1.1 (Teorema dos quatro quadrados) Sejam a, b € Z tal que a e b

sao a soma de quatro quadrados, entao ab também € a soma de quatro quadrados.

E evidente que, se os quaternides p e ¢ sao quaternioes unitarios, isto é, a sua
norma é igual a 1, entao o seu produto é também um quaterniao unitario. Esta simples

observacao é importante, como veremos mais adiante.

Seja S3 o conjunto de todos 0s quaternioes unitdrios [Kre08, p. 5], isto &,
S ={qeH: |¢g| =1},
que como realcamos é fechado para a multiplicagao. O conjunto destes quaternioes
estao sobre a esfera de raio 1 em R* centrada na origem.

3.1.5 Inverso

Vamos designar por ¢~! o inverso multiplicativo de g.
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Definicao 3.1.8 Seja g € H*, entdo ¢~* € o inverso de q se e so se

¢ 'qg=qq ' =1

Vamos provar o resultado seguinte que surge naturalmente a partir da definicao

anterior e do resultado (3.7).

Proposicao 3.1.4 Seja q € H*, entao q tem inverso e tem-se

*

—1 q
q = .
g
Demonstracao: Como
T 9
- -
lal*  laf”
por (3.7), e analogamente,
«  qq 1
o d=—F75=1,
lqi lqi

resulta que ¢ tem inverso e, como queriamos demonstrar, que

*

-1 _ q
lq?

q

Desta proposicao decorre a seguinte.

Proposigao 3.1.5 Se q € S3, isto é, se |q| =1, entdo
¢ =q (3.10)
O resultado (3.10) é analogo nas matrizes de rotagdo, de que falaremos mais

adiante neste trabalho, a saber, A~! = A?, onde A é uma matriz de rotacdo e A~! e

A! representam, respetivamente, a inversa e a transposta da matriz A.

Se atendermos & proposi¢do anterior e ao resultado (3.8), a prova da proxima

proposigao é direta.

Proposigao 3.1.6 Se q € 53, isto €, se |q| =1, entdo

lal =g’ = a7 '] = 1. (3.11)
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Podemos afirmar ainda que, como (H, %) ¢ um mondide, (H*, x) é também um
monoide, visto ser fechado para a multiplicacdo. Além disso, todo o elemento de H*

tem inverso, logo (H*,*) é um grupo.

Temos também que, como H ¢ uma algebra associativa, tem elemento neutro
para a multiplicacao e qualquer ¢ € H* tem elemento inverso, entao H é uma dlgebra

de divisao.

Do mesmo modo, (S?, %) ¢ fechado para a multiplicagdo como ja referimos
anteriormente, ¢ um monoéide porque (H, %) é um monoide e todo o elemento tem um
inverso (se ¢ € S®, entao o seu inverso ¢é igual ao conjugado por (3.10)). Entao (S3, )
é um grupo nao abeliano. Refira-se que na fisica quantica este grupo, que é muito

importante, é denotado por Sp(1) (de “spin”).

Seja
A = {1, +i, £j, £k} .

E facil verificar que (A,*) ¢ um grupo de ordem 8, a que se chama o grupo dos

quaternides. E evidente que o grupo dos quaternides é um subgrupo de S°.

Seja S? o conjunto dos quaternioes puros e unitdrios, isto é,
SP=THNS*={qgeH: R(q) =0 A |¢|=1}.
Este conjunto representa os pontos sobre uma esfera de raio igual a 1 contida em R3.

Podemos mostrar que
geS? = ¢* = —1, (3.12)

se atendermos as seguintes proposicoes que facilmente se provam.

Proposicao 3.1.7 Seja q € S?, entio q-q = 1, onde - representa o produto interno,

eq®=—1.
Proposicao 3.1.8 Se ¢> = —1, entio |q| = 1, ¢! = —q¢ = ¢* e q é um quaternido
puro.

E interessante referir que se atendermos a equivaléncia (3.12), o polinémio
22+ 1 em H tem um ntmero infinito ndo numeravel de zeros o que nao acontece com
os polindémios com coeficientes num corpo, em que o ntimero de zeros é menor ou igual

ao grau do polinémio respectivo.
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3.1.6 Divisao

H4 duas nocoes de divisao de quaternioes, a esquerda e a direita, uma vez que

a multiplicacao nao é comutativa.

Definicao 3.1.9 Sejam g € H ep € H*. O resultado da divisao de q por p, a esquerda

e & direita, € o quaternido p~'q e qp ', respetivamente.

Refira-se que a notacao
p

q
nao se usa a nao ser que se tenha p € R ou ¢ € R.

3.1.7 Outras representacoes dos quaternioes

Tal como identificAmos um nimero complexo como um par de niimeros reais,
também podemos pensar que um quaterniao ¢ um par de nimeros complexos (isto &,
um elemento de C?) [Fen01, p. 291].

Assim, o quaterniao ¢ = a + ib + jc + kd pode ser escrito na forma
q =z +wj,

onde z =a+1ibe w = c+id, com {a,b,c,d} € R e i, j e k a satisfazer as condig¢oes
(3.1) apresentadas na definicdo anterior. Note-se que, se efetuarmos os céalculos, se

obtém de facto ¢ = a + ib + je + kd.

Os quaternides podem também ser representados como matrizes complexas de
ordem 2 ou como matrizes reais de ordem 4. Nestes casos, a adicao e multiplicacao de

quaternioes corresponde & adi¢ao e multiplicacao de matrizes.

Note-se que, em Lectures on Quaternions (1858) Hamilton introduziu as matri-
zes, assim como Grassmann na obra Cdlculo Geométrico. No entanto, foi Cayley que
apresentou a defini¢do de matriz e as suas propriedades fundamentais [Ros10, p. 57|
As matrizes complexas de ordem 2 foram introduzidas por Cayley em 1858 num artigo
intitulado “A memoir on the theory of matrices”, onde os quaternides sao tratados

como um caso particular das matrizes complexas 2 x 2 [Ebb91, p. 194].
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Podemos, entao, associar o quaterniao q¢ = qo + iq; + jgo + kqs = z + wj, onde

Z = qo+1iq1 e w = ¢2 + ig3, & matriz

2w\ [ @+tip g+ig
—w* Z" —q2 +ig3 qo —iq1

Pode ver-se que H é isomorfo ao conjunto

’HZ{( Z* ui) z,wEC}
—w* z

(sub-dlgebra de My (C)) temos que as matrizes seguintes formam uma base de H:

() ) ) ()

Facilmente se demonstram os seguintes resultados.

- . z w +1i +i
Proposigao 3.1.9 Seja A = ( > = ( ol 27 ) a representa-

—w*  z* —q2 +igs qo —iqy

¢cao matricial compleza do quaterniao q, entao
(a) lgl* = det A;
(b) Se qs =q3 =0, entao a matriz A é diagonal;
(¢c) q° corresponde a (A*)".

A partir da representacao como matriz complexa de ordem 2, obtém-se a

representacao como matriz real de ordem 4 associando a matriz
go +1ig1 g2 +igs
—q2+1igz qo —iqa
do 41 a2 as
—41 o —43 42

—q2 g3 Go —q1
—q3 —q2 qo

a matriz

Note-se que, a matriz real 4 x 4 se obtém da matriz complexa 2 X 2, se

substituirmos os niimeros complexos pelas suas correspondentes matrizes reais.
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Uma base de H para esta representagao é

1000 0 10 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0100 100 0 0 0 0 1 0 0 —1 0
oo1o0f| ]l o o0 -1]|-=-10o00]] 01 0
0001 0 01 0 0 -1 0 0 ~1 0 0

Vamos designar por H* o conjunto dos quaternioes nao nulos, isto é,

H* = H\ {0}.

H4& uma importante representacao trigonométrica para os quaternioes de H*,
que serd utilizada ao longo deste trabalho e que é dada do seguinte modo. Seja

q = qo+q (¢ € H*), entdo, como

o\, (la\’

() (-

g lqi
. Yo . _ [¢1

tem-se que existe « € [0, 27[ tal que cosa = — e sina = ~—. Portanto

4] 4]

q=|q|cosa+ \qlsmaq: lq] (cosa+ gsinoz) )
q g

Note-se que, se « =0 V « = m, entdao o quaterniao ¢ é real.

Refira-se que, a adicao e multiplicacao de quaternioes representados nesta forma

se processa de acordo com a primeira definicao de Hamilton.

3.2 Alguns resultados algébricos

Como sabemos, o conjunto dos quaternides puros, ZH, representa os quater-
nioes cuja parte real é zero, isto é, que podem ser tratados como vetores de R?, pois
existe uma correspondéncia biunivoca entre ZH e R?, que a cada vetor q € R? faz

corresponder o quaterniao puro ¢ = 0+ q € ZH, ou seja,

qeR*«—g=0+qeIHCH.

Vejamos alguns resultados que envolvem quaternioes puros, comegando por

referir uma das suas definigoes.
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Definicao 3.2.1 Seja q € H.

qEIH <= ¢*cR A qg¢ R\ {0}.

Facilmente se demonstra a proposicao seguinte, se atendermos a definicao an-

terior e ao facto de ZH ser fechado para a adicao.

Proposicao 3.2.1 Se p,q € ZH, entao

pq+qgp € R.
Também, facilmente, se demonstra usando os resultados (3.3) e (3.9) a

Proposicao 3.2.2 Sejam p,q € ZH. Entao

pl*la®=(p-q)’+|p xaf.

Os resultados seguintes verificam-se usando a férmula de Olinde Rodrigues para
a multiplicagdo de quaternioes puros (3.3) e a igualdade p x q = —q X p.
Proposicao 3.2.3 Sejam p,q,r € ZH. Entdo

(a) pxdq=;(Pq—ap);

(b) px(axr)=3(par—qrp);

(c) p-a=3(Pa"+ap*);

(d) p-a=—3(pa+ap);

(¢) p-a=Rpq)=RPq).
De (c¢) resulta:

Proposicao 3.2.4 (Critério de ortogonalidade) Sejam p,q € ZH. Entao

p-q=0 <= pq eZH
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Se usarmos os resultados (b), (d) e p X @ = —q X p também se provam as
duas igualdades seguintes, sendo a primeira atribuida a Hermann Grassmann, cuja a
obra foi pioneira para o desenvolvimento da Analise Vetorial. A partir da igualdade
de Grassmman obtém-se a igualdade de Carl Jacobi que é conhecido pelo seu trabalho
em Fungoes Eliticas [CG96, p. 207].

Proposicao 3.2.5 (Igualdade de Grassmman) Sejam p,q,r € ZH. Entao
px(axr)=(p-rjg—(p-q)r. (3.13)
Proposicao 3.2.6 Sejam p,q,r € ZH. Entao
(pxq)xr=(p-r)g—(q-r)p. (3.14)
Proposicao 3.2.7 (Igualdade de Jacobi) Sejam p,q,r € ZH. Entao
px(gxr)+gx(rxp)+rx(pxq)=0. (3.15)

Defini¢io 3.2.2 Seja q = |q| (cosa + vsin ) ndo real, onde v = —1, isto €, v € 52
Denota-se por C, o sub-espago de dimensdao 2 de R* gerado por 1 e v, ou seja, C, =
(1,v).

Proposicao 3.2.8 Para cada quaternido ndo real ¢ = |q|(cosa + vsina) tal que
v? = —1, temos que C, é isomorfo ao conjunto dos nimeros complezos C pela
correspondéncia

r+iy <— x4+ vy.
Definicao 3.2.3 Sejam p,q € H. O comutador de p e q define-se da sequinte forma:
[p. 4] = pg — ap-

E evidente que:

[p,q] = 0 <= p, g comutam.

Facilmente se prova que [p, q] é um quaterniao puro e consequentemente

p.qd)" = —Ip,q] -

Também se deduz a seguinte equivaléncia.
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Proposicao 3.2.9 Sejam p,q € H.

p,gcomutam <= peR V ¢geR VvV ¢qeC,.

Para finalizar, vamos referir a partir da definicao de centro de H, alguns resul-

tados que utilizaremos neste trabalho [Art88, p. 105].

Defini¢ao 3.2.4 O centro deH={qeH: VYpeH gp=pq}.
Facilmente se prova o

Teorema 3.2.1 O centro de H = R.
O teorema anterior sugere o seguinte

Corolério 3.2.1.1 Seja q € S® tal que qp = pq, para qualquer p € H. Entdo

qg=1 Vv q=-—1.



Capitulo 4
Rotacoes em R?

As rotacoes em R3 podem ser definidas a partir de matrizes, angulos de Eu-
ler, eixo-angulo e quaternidoes. Vamos ver de que forma estas quatro representacoes

identificam uma rotacao.

4.1 DMatrizes de rotacao

Vamos estudar rotacoes de R3 recorrendo a matrizes, comecando por distinguir

rotacoes do referencial e rotagoes de um ponto de R3.

Rotagao do referencial

Vamos usar a notagao R) para representar a rotacao do referencial em torno
do eixo v segundo o angulo «, e sendo a correspondente matriz denotada por R, ,.
Numa rotacao do referencial em R3, precisamos pois de conhecer o angulo de rotacio

e 0 eixo em torno do qual o referencial vai rodar.

Por exemplo, se rodarmos o referencial XYZ em torno do eixo dos Z’s segundo
o angulo 1, é facil entender que a coordenada z de um ponto P = (x1, 1, 21) se vai
manter inalterada. Esta situacido podera traduzir-se como uma rotacdo em R? do

sistema de eixos coordenados XY em torno da origem segundo o angulo 1, isto é, as

37
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novas coordenadas do ponto P sao

Ty = x1c08Y +y;siny + 0.21
Yo = —x18iny+yjcosy 4+ 0.2y <~
Zo = 0.1’1 + 0.y1 + 1.21

To cosy siny 0 1
<~ | ¥y | = | —siny cosyp 0O Y1
Z9 0 O ]_ 21

A matriz desta rotacao, isto é, a matriz associada a rotacao do referencial XYZ

(em R?) em torno do eixo dos Z’s e de angulo ¢ ¢ pois

costy sinyg 0
R.p=| —sin¢ cosy 0
0 0 1

Do mesmo modo as matrizes associadas as rotacoes do referencial XYZ (em
R3) em torno do eixo dos X'’s de angulo € e em torno do eixo dos Y's de angulo «
sa0, respetivamente,
1 0 0
Ryo=1 0 cosf sind

0 —sinf cosf

e
cosy 0 —siny
Ry o= 0 1 0
sinyy 0 cos®

Rotacao do ponto

~ ! ~
Vamos usar as notagoes (RY)" para representar a rotagio de um ponto de R?
. A s /
em torno do eixo v segundo o angulo a e a correspondente matriz por R, ,. Numa
rotacao de um ponto em R3, precisamos, assim, de conhecer o angulo de rotacdo e o

eixo em torno do qual o ponto vai rodar.

Por exemplo, se rodarmos o ponto P = (x1,y1,21) em torno do eixo dos Z’s
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segundo o angulo 1 positivo, vamos obter novas coordenadas de P, a saber

To = x1c08Y —ypsiny +0- 2
Yo = x18iny+yjcosy+0-2y
Z9 = 0'$1+O'y1+1'2’1

To cosyy —siny 0 1
| ¥y | = | sinyy cosy O Y1
2 0 0 1 21

A matriz associada a rotagao de P (em R3) em torno do eixo dos Z's e de
angulo ¥ é
cosy —siny 0
/Z,w = | siny cosy O
0 0 1

Do mesmo modo, as matrizes associadas as rotacoes do ponto P (em R?) em

torno do eixo dos X’s de angulo # e em torno do eixo dos Y’s de angulo a sao,

respetivamente,
10 0
;79 =1 0 cosf —sinb
0 sinf cos@
e
costy 0 siney
R,, = 0 1 0
—siny 0 cosy

4.1.1 Alguns resultados classicos sobre matrizes de rotacao

Vamos referir alguns resultados bem conhecidos sobre rotagoes e matrizes de

rotagao.

E facil verificar que a matriz R, (associada a rotacao do referencial XYZ, de
angulo positivo ¢ em torno do eixo dos Z's) é a transposta e a inversa da matriz de

rotagao R, (associada a rotagao de um ponto, de angulo positivo 1 em torno do eixo
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dos Z's), isto &,

cos® siny 0 costy —siny 0
R,y =] —siny cosyp 0 | = | sinyp cosyp O = ( ;’w)t
0 0 1 0 0 1
e
~1
cosyy —siny 0
R.,= | siny cosy 0 = ( 'Z,d,)_l-
0 0 1
Usando a mesma notacao podemos também concluir que
t ~1 t ~1
Rop=(Rig) = (Rip)  »  Bya=(R.) = (R.)
e que
_pt _ p-1 _pt _ p—l _pt _ p—1
/2,1/) - Rz,w - Rz,q/; ) ;,9 - Rx,@ - Rm,@ e R;/,oz - Ry,a - Ry,a‘

Lembramos que

Definigao 4.1.1 Uma matriz A € ortogonal se e so se
ATA = AAT =1,

onde I representa a matriz identidade.

Como a transposta e inversa das matrizes de rotacao estudadas acima coinci-
dem, podemos concluir que elas sao ortogonais. Podemos ver, ainda, que o determi-

nante destas matrizes é igual a 1.

A apresentacao da demonstragao da proposicao seguinte encontra-se em [Kui02,
p. 53|.

Proposicao 4.1.1 Uma matriz 3 x 3 € uma matriz de rotacao em R? se e somente

se a matriz € ortogonal e o seu determinante € igqual a 1.

A prova desta equivaléncia recorre a proposicao seguinte.
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Proposicao 4.1.2 Se o comprimento de vetores e o dngulo entre vetores € mantido
numa rotacdo, entdo o produto interno de dois vetores, W - U = ||| 7| cos (7:7),

nao muda com a rotacao, logo € invariante para a rotacao.
Podemos ainda referir que:
Proposicao 4.1.3 A transposta e a inversa de uma matriz de rotacdo sao iguais.

Identifique-se por SO(3) o conjunto de todas as matrizes de ordem 3 que sao

ortogonais e cujo determinante é 1, isto ¢, o conjunto das matrizes de rotacao em R3.

O conjunto SO(3) = {A € Msx3(R): A é ortogonal e detA = 1} munido com

a operacao de multiplicacao de matrizes ¢ um grupo.

Vamos referir mais alguns resultados importantes que envolvem matrizes de

rotacao em R3.

Proposicao 4.1.4 A rotacio do referencial sequndo um dngulo i € equivalente a
rotacao de um ponto sequndo o dngulo — em torno do mesmo eixo e, a rotacao de
um ponto sequndo um dngulo 1 € equivalente a rotacdo do referencial em torno do

mesmo eixo sequndo o dngulo —1).

Por exemplo,

cosy siny 0 cos(—1) —sin(—v) 0
R.y=| —sin¢y cos¢p 0 | =R, _, =] sin(—¢) cos(—¢) 0
0 0 1 0 0 1
e
cosyp —siny 0 cos(—v) sin(—v) 0
Lo = | sing cosyp 0 [ =R._y=| —sin(—¢) cos(—) 0
0 0 1 0 0 1

Proposicao 4.1.5 A inversa de uma rotacao de dngulo ¢, € uma rotacao em torno

do mesmo eixo sequndo o dngulo —1.

Podemos dar o seguinte exemplo

—1 /
Rw =R, , =R, _y.



CAPITULO 4. ROTACOES EM R? 42

Proposicao 4.1.6 Numa rotacao, qualquer ponto sobre o eizo de rotagcao em que este

contém a origem do referencial, é invariante para a rotacao.

Proposicao 4.1.7 O plano que passa pela origem do referencial e € perpendicular ao
eixo de rotacao que também contém a origem, roda sobre si mesmo, isto €, pela acao

de uma rotacao serd enviado em st mesmo.

Note-se que qualquer vetor que pertenca ao plano referido na proposicao anterior, ap6s

a rotagao serd enviado num vetor que ainda pertence a este plano.

Proposicao 4.1.8 A composta de duas rotacoes em R? em torno do mesmo eizo ird
corresponder a uma rotacao em torno desse mesmo eixo e cujo dngulo de rotacao € a

soma dos dngulos de cada uma das rotagoes.

Podemos exemplificar com a matriz associada & composicao de duas rotacoes
do referencial XYZ, em torno do eixo dos Z’s, de angulos a e 3, respetivamente. A

matriz composta destas rotacoes é

cos(a+ ) sin(a+p) 0
R.orp=| —sin(a+p8) cos(a+p3) 0
0 0 1

Mais geralmente:

Proposicao 4.1.9 A composta de duas rotagcoes em R® é uma rotacdo, isto é, o

produto de duas matrizes de rotacao é uma matriz de rotacao.

A prova deste resultado deriva das duas proposicoes seguintes e da proposicao 4.1.1:

Proposigao 4.1.10 Sejam A e B matrizes de ordem 3 X 3 com entradas reais. Se
detA =1 e detB = 1, entdo det (AB) = 1.

Proposigao 4.1.11 Sejam A e B matrizes de ordem 3 x 3 com entradas reais. Se A

¢ ortogonal e B € ortogonal, entao AB € ortogonal.
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4.1.2 Operador matricial de rotacao

Ja referimos que uma rotacao em R3 pode ser representada por uma matriz

3 x 3, ortogonal e cujo determinante é igual a 1.

Proposicao 4.1.12 Dada uma matriz A de rotacdo de ordem 3, existe um operador
linear
T: R —R?

tal que
T(v)=Av, com v &R

Para encontrar o vetor w que serd imagem do vetor v pela rotacao, basta
representar o vetor v por uma matriz coluna e multiplicar pela matriz rotagao pelo

lado esquerdo.

Assim, dada uma matriz de rotacao A, basta resolver a equacgao

w=Av &<
wq 11 a2 13 U1
— | ws = | a1 a2 a3 (2
ws a31 dAagzz G33 U3

Podemos, entdo considerar a matriz A, que representa a rotacao, como o ope-

rador matricial de rotacao.

4.2 (Quaternioes e rotacoes

Hamilton descobriu os quaternices quando procurava um produto de ternos
que, a semelhanca do produto de complexos, que representa uma rotac¢ao no plano R?,
pudesse representar uma rotacao no espaco de dimensao 3. Note-se que, o quaterniao
tem quatro elementos enquanto que uma matriz de rotacao tem nove, sendo esta
uma das vantagens de se utilizar quaternioes em vez de matrizes para representar
uma rotacao. Nesta seccdo vamos mostrar de que forma o produto de quaternides

representa uma rotacao em R3.
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4.2.1 Operador quaterniénico de rotagao

Para determinar o operador quaterniénico de rotacao temos de pensar que um
vetor p € R? pode ser tratado simplesmente como um quaternido p € H cuja parte
real é zero, isto é, p é um quaterniao puro. De facto, ja referimos neste trabalho que

TH e R3 sao isomorfos.

Tal como aconteceu nas matrizes de rotagao, poderiamos supor que o operador
rotacional que é definido em termos de quaternioes teria a mesma forma que a matriz
do operador rotacional. Logo, para encontrar o vetor s que seria imagem do vetor p
pela rotacao, bastaria multiplicar o vetor p por um quaterniao pelo lado esquerdo.
Ou seja, um quaterniao ¢ € H representaria uma rotacao e para determinar o vetor

s € R? imagem do vetor p € R?, bastaria apenas realizar o produto

s = gp. (4.1)

No entanto, se substituirmos o vetor p na equacao e realizarmos o produto gp
verificamos que, em geral, o resultado nao corresponde a um vetor em R?. E evidente
que o produto pg também nao resultaré, pois se comutarmos os fatores, a parte real
deste produto nao se vai alterar. Conclui-se, assim, que o operador quaterniénico de

uma rotacao nao consiste apenas de um tinico quaterniao.

Vamos ver que o operador quaterniénico envolve produtos triplos. Este produto
vai enviar um vetor p € R3?, isto é, um quaternido puro p = 0 + p € ZH, noutro

quaterniao puro.

Sejam ¢ e r dois quaternioes quaisquer e p € ZH, representando algum vetor.

Existem seis possiveis produtos entre estes trés quaternioes que sao:

pqgr; Prg; TPg; T4p; 4pr; qrp.

Como H é fechado para a multiplicacao, temos que os produtos qr e rq sao

quaternioes, o que significa que os quatro produtos

pgr; Prg; T4p; € grp

sdo apenas produtos da forma (4.1), logo ndo podem representar o operador quater-
nioénico. Como nao distinguimos os quaternides g e 7 um do outro, também nao vamos

distinguir os restantes produtos qpr e rpq.
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Vamos usar a formula de Olinde Rodrigues (3.2) para a multiplicagdo de qua-

ternioes e efetuar o produto ¢pr.
Sejaq=qo+q,p=0+per=ryg+r, entao

gpr = (g0 +a)(0+p)(ro+r)
[~4-p+qp+axp](ro+r)
= —19(q-p) — (@Pp+axp)-r—(q p)r+
+ 710(@P+aXxPp)+(gp+qgXxp)Xr.

Para que o operador quaterniénico envie um quaterniao puro num outro qua-

terniao puro, temos que igualar a parte real do produto anterior a zero, isto é,

—ro(@-p)—q(p-r)—(gxp) r=0,
0 que equivale a

—10(q-P) —q P -r)+(axr) - p=0.

Para obter esta ultima igualdade, é suficiente que se tenha rg = ¢y e r = —q.
Neste caso

r=rg+r=qo—q=gq",

logo,

*

q=r".
Obtemos, assim, que os produtos triplos quaternionicos
arq” e q'pq.
produzem um quaterniao puro sempre que p é um quaterniao puro.

Podemos entao concluir que, dado um vetor v de R3, entdo temos dois possiveis

operadores quaterniénicos que sao definidos por:

wi, = qvq* (4.2)

wy = ¢"vq. (4.3)

A partir de agora, consideramos que o quaterniao q usado para definir o opera-

dor é sempre de norma igual a 1. Mais a frente, ver-se-a a relevancia desta restricao.
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Antes de provar que qualquer rotacao pode ser definida por um destes opera-
dores, vejamos outra maneira de representar estes operadores quaternionicos. Come-

cemos pelo operador w = ¢*vq.

Sejam ¢ = ¢p + q um quaterniao unitario e v o vetor representado pelo quater-

niao puro v = 0 4 v. Entao

w = ('vq
(90 —a) (0+v) (90 +q)
(@-v)q+¢v—2q0(qxv)—(gxVv)xq.

Se utilizarmos a igualdade (3.14), podemos escrever
w=(q-V)a+gv-20(axv)-(q-qv+(v-aqq=

:(qg—|q\2)v+2(q-v)q—2q0(q><v): (4.4)
= (265 —1)v+2(a-v)q—2g(qx V). (4.5)
De modo analogo, verifica-se que para o outro operador se tem

ES

W =qvq =
= (¢ —la*) v+2(a-v)a+2q(axv) = (4.6)
= (25 — 1) v+2(a-v)a+2g (ax v). (4.7)

Vamos ver, agora, que os operadores quaternionicos obtidos anteriormente sao

operadores lineares de rotacao.

Teorema 4.2.1 Sejam ¢ = qo + q = cosf + usinf um quaterniao unitdrio, onde

u= \%d ev €R3 A acdo do operador

Ly(v) = qvq" (4.8)

em v pode ser interpretado geometricamente como a rotacao do vetor v em torno de

q como eixo de rotacao e sequndo o dngulo 26.

Como esta prova é longa, vamos dividi-la, seguidamente em trés lemas.

Lema 4.2.1 O operador L, (v) = qvq* € linear.
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Demonstracao: Dados dois vetores a e b de R?, k£ um ntimero real e ¢ um quaterniao
unitario, entao
L,(ka+b) = g(ka+b)¢*
— (gka+gb)q*
kqaq” + qbg*
= kL,(a)+ L,(b).

Lema 4.2.2 Seja q um quaternido unitdrio. A norma de um vetor de R? ndo se altera

com a aplica¢io do operador L, (v) = qvq*.

Demonstracao: Sejam v um vetor de R? e ¢ um quaternido unitario. Entao

1L (V) = lava'| = lal [v[lg"[ = [v]-
|

Este tltimo resultado representa uma das propriedades de uma rotacao. Nesta

altura, ja se percebe a razao porque se considera o quaterniao ¢ como unitario.
Lema 4.2.3 O operador quaternionico L, (v) = qvq* representa uma rotagao.

Demonstracao: Consideremos g = qo+q = cos f+usin § um quaterniao unitario, onde
u= % e v € R3 e, seguidamente, divididamos v em duas componentes ortogonais: a
componente a com a direcao de q, isto é, a = kq para algum escalar k e a componente

n normal ao vetor q.

Comecemos por verificar que o vetor
a = kq vai manter-se inalterado por L,.
Se usarmos a representacao (4.6), temos que

w = q(kq)q*
(&3 —|a*) ka+2(q-ka)q
kqga + klal’q
k(@ +1d?) q
= kq c. q. d.
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Este resultado mostra que q podera ser o eixo de rotacao. Para terminar a

demonstragao, basta provar agora, que a componente

n vai rodar em torno de q (eixo de rotagdo) segundo o angulo 26.

A partir da igualdade (4.6), temos que

Ly(n) = (q% - IQ|2) n+2q (qxn).

Sabemos que q = |g| u entdo podemos escrever

Ly (n) = (¢ — |a|*) n + 2qo|q| (u x n).

Seja u X n = n, entao

Ly(n) = (¢ — |a) n+2g|a|n,. (4.9)

Os vetores n e n; tém a mesma norma. De facto,

T
In,|=|uxn|=|u||n|sin - = |n]|.

2

Finalmente, se usarmos a representacao trigonométrica do quaterniao ¢ e subs-

tituirmos em (4.9) obtemos
Ly (n) = (cos®0 —sin*@) n+ (2cos@sinf)n, (4.10)
em virtude de gy = cosf, q = usiné, |q| =sinf e |u| = 1.

A igualdade (4.10) pode ser escrita, ainda, na forma

L,(n) =cos(20)n+sin (20)n, .

Vimos, entao, que
W = qvq
Ly(v)
L,(a+n)
Lq(a) + Lg(n)

= a-+m,
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onde
m =L, (n) =cos(20)n+sin(20)n, .
Prova-se com facilidade que |m| = |n| = |n, |. De facto,
m> = m-m
= (cos(20)n+sin(20)n ) - (cos (20)n + sin (20)n, )
= (cos? (20) + sin? (20)) |n|*
= [n* =|n.[".
Donde, jm| = |m| = |n_]|.
A representacao do vetor rodado m e das suas componentes estao representados
na figura 4.1.

Figura 4.1: Componentes do vetor m

[Imagem realizada no programa Geogebra|

Conclui-se, assim, que os vetores v e w podem ser vistos geometricamente como
geratrizes de um cone cujo eixo é o vetor q e cuja base circular contém os vetores n

e m. A figura 4.2 ilustra a rotacao do vetor v pelo operador quaterniénico de rotacao
L,. .

Note-se que, se substituirmos num dos operadores ¢ por ¢*, vamos obter o outro
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Figura 4.2: Representacdo geométrica da rotagao

[Imagem realizada no programa Geogebra|

operador. Facilmente, também, se verifica que
Ly (v) =a+cos(20)n —sin(20)n |,
ou seja,

Ly (v) =a+cos(—20)n+sin(—20)n,.

Se atendermos & proposicao 4.1.5, podemos concluir que as rotacoes representa-
das pelos operadores L, e L, estao relacionados com a perspetiva do observador, uma
vez que representam rotagoes inversas. Vamos considerar neste trabalho que o operador
L, (v) = qvq* representa uma rotagdo de um ponto e o operador L, (v) = ¢*vq uma

rotacao do referencial.
Podemos, entao, enunciar o
Teorema 4.2.2 Sejam q = qo + q = cosf + usinf um quaterniao unitdrio, onde
u= ‘%" ev € R A acdo do operador
Ly (V) =q"vq (4.11)

em v pode ser interpretado geometricamente como a rotacao do referencial com respeito

ao vetor v em torno de q como eixo de rotacao e sequndo o dngulo 20.
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4.2.2 Composicao de operadores quaterniénicos de rotacao

Nas aplicacoes que vao ser estudadas, vamos trabalhar com a composicao de
operadores quaternionicos de rotacao. Seguidamente, vamos ver de que forma se define
o operador da composta de rotacoes. Saliente-se que, a partir de agora, para nao
sobrecarregar a notagao, vamos representar ambos os operadores por L,, fazendo a
distin¢do a seguir, isto é, L,(v) = ¢*vq representa a rotagdo do referencial (pontos

fixos) e L,(v) = qvq* representa a rotacdo do ponto (referencial fixo).

Teorema 4.2.3 Sejam p e q quaternioes unitdrios que definem, respetivamente, 08

operadores quaternionicos de rotacao
Ly(u)=pup e Ly(v)=q"vg.

Entao o produto quaternidnico pq define o operador quaternionico de rotag¢ao Ly, que
representa a composi¢ao dos operadores L, sequido de Ly, ou seja, Lyo L,. O eizo e

o dngulo da rotacao sao aqueles representados pelo produto quaternionico pq.

Demonstracao: Seja u um vetor de R3?. Entao

w = (L,oL,)(u)
= Lg(p*up)
= ¢ (pP'up)q
= ¢'pupg
= (pg)" upg
= Lyg(n).

Como p e ¢ sao quaternioes unitarios, pg também é unitario. Concluimos, assim, que
L,, ¢ um operador quaterniénico de rotagao com eixo e angulo da rotagao representados

pelo produto quaterniénico pq. .

De modo analogo se demonstra o

Teorema 4.2.4 Sejam p e q quaternioes unitdrios que definem, respetivamente, 0s

operadores quaternionicos de rota¢ao

L,(u) =pup* e L,(v)=qvq"
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Entao o produto quaternionico qp define o operador quaternionico de rotag¢ao L, que
representa a composi¢ao dos operadores L, sequido de Ly, ou seja, Lyo L,. O eizo e

o dngulo da rotacao sao aqueles representados pelo produto quaternionico gp.

Vamos ver, agora, o resultado do produto de p por ¢, quando p e ¢ sao da forma
p=cosa+usinae e ¢=cosf+usinp.
Note-se que, aos quaternioes unitarios p e ¢, estao associados o mesmo vetor u.
Aplicando a formula de Olinde Rodrigues (3.2), vem que

pq = (cosa+ usina) (cosf + usinf)
= cosacosf — (usina) - (usin ) +

+ ucosasinf +usinacosf + (usina) x (usin 5)

cos v cos f — sinasin f + u (cos asin § + sin a cos 3)
cos (o + ) + usin (a + )

cos7y + usin-y.

Concluimos que o produto de dois quaternioes unitarios p e ¢ ¢ um quaterniao
unitario cujo angulo é a soma dos angulos de p e de ¢ (v = a + ) e o vetor associado
é 0 mesmo de p e ¢ (u). E claro que o angulo da rotacdo que esta definido por pq é

27v. Este resultado confirma a proposicao 4.1.8.

Realcem-se as proposicoes seguintes [Parl2, p. 59].

Proposicao 4.2.1 Seja q um quaternidgo unitdrio associado ao operador quaternio-

nico de rota¢ao L, (v) = ¢*vq. Entao

Demonstracao:
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Proposicao 4.2.2 Seja q um quaterniao unitdrio associado ao operador quaternio-

nico de rotag¢do L, (v) = qvq*. Entdo

Demonstracao: E inteiramente andloga a anterior "

Fica assim visto que L' = Ly-1.

q

4.2.3 Alguns resultados relevantes sobre quaternioes

Vejamos que a correspondéncia entre os quaternioes unitarios e as rotacoes nao

é biunivoca.
Proposicao 4.2.3 Os quaternioes unitdirios ¢ e —q definem a mesma rotagao.

Demonstragao: Seja g € S® e v € R?. Entao

e da mesma maneira

Vamos provar, ainda, as seguintes proposicoes.

Proposicao 4.2.4 O quaterniao unitdrio

q:cos%+usin% (u e S?)

pode ser caraterizado por qualquer um dos dois pares (u, ), (—u, —a).

Demonstragao: Seja q = cos 5 +using € S3. Entao

v 4 e ( Oé) +( ) 3 ( Oé)
= COS — usimnm — =cos|—— —ua)sm |\ ——.
4 2 2 2 2

Por outro lado, é facil ver que

cos (%) + usin (%) = COS (g) + vsin (g) =a=10 A u==tv,

respetivamente "
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Proposicao 4.2.5 O quaterniao unitdrio
a
g l=q"= COS% + (—u)sin 5 (u e S5?

pode ser caraterizado pelo par (—u,«) ou pelo par (u, —a).

Demonstracao: Inteiramente andloga a anterior. "

Daqui concluimos que existe um homomorfismo, f, entre os grupos S® e SO(3).
Como para ¢ = +£1, os operadores quaternionicos de rotacao representam a identidade,

temos que o nicleo do homomorfismo f é
kerf = {1, —1}.
Como consequéncia, 0s grupos
S3/{£1} e SO(3)

sao isomorfos [Rég04, p. 38-39).

4.2.4 O eixo e o Angulo de uma rotagao dada por um quaterniao

Vamos determinar o angulo e o eixo de uma rotagao que é dada por um qua-
terniao que a determina, estando este representado de duas maneiras, a de Hamilton

e a trigonométrica.

Seja ¢ = qo + q = qo + iq1 + jgo + kg3 um quaternido unitario que define uma

certa rotacdo. Para determinar o angulo da rotacao, 1, basta resolver a equagao

Cos — =
5 qo

em funcao de v, isto é,
1 = 2arccos (qo) - (4.12)

O eixo da rotacao é representado pelo vetor

a=(q1,92:93) - (4.13)

Se ¢ é dado na forma trigonométrica, isto é

q:cosf—i-usiny7 (u:i>,
2 2 lq
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sendo ¢ um quaterniao unitario que define uma rotacao, entao o angulo da rotacao é

1 e o eixo da rotacao é representado por u.

A partir de agora, vamos representar o quaterniao unitario g = cos% + usin%

associado a rotagao R; pela notagao gy, isto €,

Qu.p = COS ¥ + usin 4 (4.14)
’ 2 2
e 0 quaterniao unitario ¢ = cos % —u sin% associado a rotagao R" pela notacao g, ,,
isto é, ’ s
", = COs — — usin —. 4.15

4.3 Angulos de Euler

Nesta seccao referimos os angulos de Leonard Euler, que é um dos mais ilustres
mateméaticos do século XVIII. Estes angulos vao ser muito utilizados ao longo deste

trabalho, nomeadamente nas aplicacoes apresentadas.

Definicao 4.3.1 Dado um referencial, o dngulo de rotagcao em torno de um dos seus

eizos coordenados é chamado Angulo de Euler.

Em principio os angulos de Euler sao considerados quando rodamos o referencial e nao

um ponto [Pin06, p. 46].

Representagao das matrizes de uma rotacao segundo angulos de Euler
As respetivas matrizes ja foram apresentadas neste trabalho com as notacoes

Rz,l/}a Ra:ﬂ e Ry a-

)

Representacao dos quaternioes que definem operadores quaternidni-

cos de uma rotacao segundo angulos de Euler
Como {i, j,k} representa a base usual de R?, podemos escrever

7 6
Gz = COS 5 +isin 3 (4.16)
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Qyo = cos% —I—jsin% (4.17)
Qopp = COS% + ksin% (4.18)

Realce-se que os angulos anteriores 1, a e  sao angulos de Euler visto que os
quaternioes unitarios (4.16), (4.17) e (4.18) estdo associados a rotagoes em torno dos

eixos coordenados.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Euler) Quaisquer dois sistemas de eizos coordenados
ortonormados independentes podem ser relacionados por uma composicao de rotagoes
(ndo mais de trés) em torno dos eizos coordenados, onde duas rotagies sucessivas nao

podem ser em torno do mesmo eizo.

Dados dois sistemas de eixos ortonormados OXYZ e oxyz, relacionar os dois
sistemas consiste em enviar um no outro por uma rotacao afora a origem das coorde-
nadas, isto é, enviar OX, OY e OZ em eixos paralelos e com o mesmo sentido de ox,

oy e 0z, respetivamente.

Podemos, entao, obter uma composicao de rotacoes de angulos de Euler em
torno de sucessivos eixos coordenados que enviard o primeiro referencial no segundo.
A esta composicao de rotacoes podemos chamar sequéncia eixo-ingulo de Euler e
a sua ordem é importante, uma vez que as matrizes correspondentes de rotacao nao

comutam.

Demonstracao: Dado que, na composta das trés rotacoes, dois eixos sucessivos

nao podem ser iguais, entao vao existir 12 sequéncias eixo-angulo de Euler, a saber
Zyr  zxy Yz  zZxz

yzxr  yrz Yy o yry
rzYy XY  XZT  TYX.
A sequéncia zyz representa a rotacao em torno do eixo dos x’s, seguida da

rotacao em torno do novo eixo dos y’s, seguida da rotacao em torno do novo eixo dos

z's e, esta representacao é analoga para as outras sequéncias.
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Sejam dois referenciais ortonormados XYZ e xyz que, sem perda de generali-
dade, suponhamos que tém a mesma origem. Vamos ver que a sequéncia eixo-angulo

de Euler zyx envia o referencial X'YZ no referencial xyz. Podemos, entao, considerar:

—a primeira rotacdo em torno do eixo dos Z’s de modo que o eixo dos X's

coincida com a projecao do eixo dos x’s sobre o plano XY

—a segunda rotacdo em torno do novo eixo dos Y's (Yy) de forma que o
novo eixo dos X’s (X;) coincida com o eixo dos x’s. Note-se que, com esta rotacao,

os planos Y2Z5, e yz coincidem;

—a terceira e ultima rotagdo em torno do novo eixo dos X's (X3) de forma

que os referenciais coincidam.

Repare-se que, como as seguintes sequéncias eixo-angulo de Euler
Zry  YyIxr  Yyrz  x2Yy  TYZ
sao do mesmo tipo da anterior, a demonstracao nestes casos ¢ analoga.

Para finalizar, vamos demonstrar que é possivel relacionar os dois referenciais
ortonormados (XYZ e xyz) com a sequéncia eixo-angulo de Euler zyz e da mesma
maneira se demonstra que é possivel para as sequéncias

2rxz Yy  yry — xZT  XTYT
porque também sao do mesmo tipo.

Vamos, entao, considerar:

—a primeira rotacado em torno do eixo dos Z’s de modo que o eixo dos Y's
coincida com a intersegao dos planos XY e xy. Note-se que, o novo eixo dos Y's (Y1)
é perpendicular aos eixos dos Z’s e dos z's, ou seja, os eixos dos Z's e dos z’s estao

no mesmo plano;

—a segunda rotagdo em torno do novo eixo dos Y's (Y1) de modo que o novo
eixo dos Z's (Z5) coincida com o eixo dos z’s. Note-se que, apds esta rotacao os planos

X2Y; e xy coincidem;

—a terceira e ultima rotacao em torno do novo eixo dos Z’'s (Zz) de forma

que os referenciais coincidam. "

Podemos, ainda, referir a
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Proposicao 4.3.1 Qualquer rotacao pode ser escrita como uma sequéncia eizo-angulo
de Fuler.

Vamos, agora, apresentar um resultado muito importante que serd utilizado
neste trabalho. Para tal, denote-se por sequéncia fechada de rotag¢oes uma composicao

de rotacoes que representa a rotacao identidade.

Considere-se uma sequéncia fechada de rotacoes de n angulos de Euler, R;, para
n > 4. Entao,

n
[[R =RiR:Rs-- R, =1
i=1
Daqui é possivel extrair varios pares de subsequéncias. Cada uma dessas subsequéncias

tem que ter no minimo duas rotagoes. Chamemos a matriz da primeira subsequéncia
M= RiRs--- Ry e, asegunda N = Ry 1 Rgio--- Ry.

Como MN=I temos que M = N~' = N’, 0 que implica que M e N’ representam
as matrizes de duas sequéncias de rotacoes de angulos de Euler equivalentes. Donde

se conclui que

Proposicao 4.3.2 Dada uma sequéncia fechada de rotagoes de n dngulos de Fuler
(n > 4), € possivel encontrar, nessa sequéncia, pares de sequéncias de dngulos de

Euler que sao equivalentes.

4.4 Das matrizes para o eixo-angulo e vice-versa

Para cada rotacao existe um tnico eixo e angulo de rotagao, isto ¢, cada rotagao
¢ definida pelo seu eixo e angulo, que sao tnicos. Vamos ver, em primeiro lugar,
como obter o eixo de rotagao a partir da matriz de rotagao. Para tal recorremos a

proposi¢ao que enunciamos de seguida.

Proposicao 4.4.1 Uma rotacdo em R3 tem um unico valor préprio real, nomeada-

mente 1, associado a matriz dessa rotacao.
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Seja
ann a2 a3
A= Q21 Q22 (23
as1 asz2 ass
uma matriz de rotagao. Sabemos que existe um vetor v de R3 nao nulo (qualquer um

paralelo ao eixo de rotacdo), tal que
Av =w.
Donde resulta que
AM=v<—=Av—v=0<—= A-DHv=0«<=
(CLH — 1) v + A12V2 + a13V3 = 0
< a921V1 + (GQQ — 1) (%) + 923V3 — 0.

as1v1 + asas + (ags — 1) vy =0
Para encontrar uma soluc¢ao ndo trivial (que existe por 1 ser um valor proprio) para este
sistema homogeneo basta considerarmos vs = 1 e usar quaisquer duas equagoes para
determinar v; e v9. Vamos substituir vz por 1 nas duas primeiras equacoes obtendo as

seguintes

(a11 — 1) v1 + ajpvs = —ays

921U + (a22 — 1) V2 = —AQA23.

De seguida, usamos a Regra de Cramer para resolver o sistema constituido por estas

duas equacoes, obtendo assim os valores de v; e vs.

Calculemos, em primeiro lugar, o determinante da matriz seguinte, que corres-

ponde & matriz associada ao sistema das duas equagoes anteriores,
aj; — 1 12
a21 ag — 1

detB = (CLH — 1) (CLQQ — 1) — A21Q12.

que vamos chamar de matriz B.

De seguida, usando a Regra de Cramer obtemos

‘ —ais Q12

—ag3 ag — 1 —aq3 (age — 1) + assais
’Ul g g

detB (&11 — 1) (a22 — 1) — 21019
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e
a;; — 1 —as3
a1 —Q23 —Qa93 (CLH — 1) + 9210413
Vo = = .
detB (CLH — 1) ((122 — 1) — 21412
O vetor que representa a direcao do eixo de rotacao é o vetor
(Ub V2, 1)
ou o vetor
(v detB, vy detB, detB),

ou seja,

vV = (—CL13 (Cl22 - 1) + a93aG12, —a23 (Cln - 1) + as1a13, (Cl11 - 1) (Cl22 - 1) - C1216112) .
(4.19)

De seguida, vamos deduzir uma féormula que d& o valor do angulo de rotacao

a custa da matriz respetiva.

Seja A a matriz que representa a rotagdo em torno do eixo v segundo o angulo
1. Vamos escrever esta rotacao como uma composicao de rotagoes do referencial XYZ

em torno dos seus eixos coordenados.

Na primeira rotagdo vamos rodar o referencial em torno do eixo dos Z’s de
forma que o eixo dos X’s coincida com a projecao de v sobre o plano XY. Vamos

chamar ao angulo de rotacdo a. Esta rotacdo (RZ) corresponde a matriz R, ,.

Na segunda rotacao vamos rodar o novo referencial em torno do novo eixo dos
Y's de modo a que o novo eixo dos X’s coincida com o eixo v; seja 5 o angulo de

rotacao. A matriz desta rotacao é R, g.

Vamos representar o produto destas duas matrizes pela matriz C = R, gRR. 4.

Sabemos que C é uma matriz de rotacao.

Na terceira rotacao vamos rodar o referencial obtido em torno do eixo v, isto
é, em torno do novo eixo dos X’s, com angulo de rotacao ¢. A correspondente matriz

de rotacao é
1 0 0

Ryy=1 0 costy sing
0 —sinty cosy
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Na quarta e Gltima rotacao vamos rodar o referencial com uma rotagao inversa
da rotacdo representada pela matriz C, isto é, C~! = C'.

A composicao destas rotacoes representa a rotacao do referencial XYZ em

torno de v segundo o angulo v, que representamos inicialmente pela matriz A, isto é,

A=CR,,C. (4.20)
Para obter o angulo 1 vamos utilizar o seguinte resultado cuja prova é simples.

Proposicao 4.4.2 Sejam A, B matrizes quadradas da mesma ordem, entio

Tr(AB) = Tr(BA).

Usando o resultado anterior, temos que

Tr(A) = Tr(C'R,4C)
Tr ((C'Ruw) ©)
(C(C'Ruw))
IR, )
)

Note-se que C é ortogonal, e portanto CC* = 1. A partir de

Hﬁ

r

(
(R

|
H

r

Tr(A) =Tr(Ryy) =1+ 2cos?
conclui-se que, o angulo da rotacao é

(4.21)

Y = arccos (w) ‘

2

Reciprocamente, também conseguimos, a partir do angulo de rotacao ¥ e do
eixo de rotagdo definido pelo vetor v = (vy,vq,v3), obter a matriz de rotagao.
Nesse sentido vamos escrever a matriz A (4.20), que representa a matriz de rotagao
do referencial XYZ em torno de v segundo o angulo ¢, em funcao das componentes

v1, Uy € v3 de v e do angulo .

Comecemos por escrever v em termos de « e 3. Para isso, vamos partir de

C=RysR.o=
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cosf 0 —sinpf cosa  sina 0
= 0 1 0 —sina cosa 0 | =
sinfg 0 cospf 0 0 1
cosfcosa cosfsina —sin
= —sina COS (v 0

sinffcosa sinfsina  cosf

que representa a matriz de rotacao do referencial XYZ no referencial xyz, isto é, a
rotacao que leva o eixo X no eixo que contém o vetor v. Consequentemente, a matriz

que representa a rotacao do referencial xyz no referencial XYZ é [Val82, p. 268-285|:
Cl=Cl=

cosfcosa —sina  sin 5 cosa
cosfsina  cosa  sinfsina

—sinf 0 cos 3

A partir desta representacao, podemos escrever
v = (v1,v2,v3) = (cos f cos a, cosffsin a, — sin 3) .

Se usarmos a féormula fundamental da trigonometria e efetuarmos os produtos entre

as matrizes C'R, ,C vamos obter a matriz de rotagao A, a saber

cos? 3 cos? a + (cos? Bsin® o + sin® B) cos ¥
cos? Bcosasina (1 — cosp) + sin Bsin

—sin S cos fcosa (1 — costp) + cos fsin asin g

cos? Beosasina (1 — cost)) — sin B sin 1
cos? Bsin® a + (cos? B cos? a + sin® B) cos ¢

—sin S cos fsina (1 — costp) — cos B cos asin )

—sinfcos fcosa (1 — costp) — cos fsinasin
—sin B cos Bsina (1 — cos)) + cos fcosasiny | - (4.22)
sin? B + cos? B cos v

Note-se que, como cada elemento da matriz é longo, escrevemos a primeira coluna,

seguida da segunda e da terceira.
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Atendendo as igualdades v; = cosffcosa, vy = cosfsina e v3 = —sinf3, a
matriz A pode ser escrita na forma
vi+ (vi4+vie vvg(l—c¢)+vss vvs (1 —c) — vs
A= | vra(l—c)—wvss v+ (vi+v3)c vz (l—c)+vss (4.23)
v1vg (1 —¢) +ves wou3 (1 —¢) — vgs

v3+ (v +vd)c
onde s =sin® e ¢ = cos.

A transposta da matriz A representa a rota¢ao do ponto em torno de v segundo
o angulo ¥, podendo apresentar-se escrita na forma

v} + (v3 4 0v3)c

V12 (1 — C) — U3S 7V1U3 (]_ — C) + V98
V1 (1 — ¢) + v3s

v3 4 (v +v3)c  wvaug(l—c) —ugs (4.24)
vvz (1 —¢) —wves vz (1 —c) +vis 02+ (V2 +vd)c

e, se usarmos a férmula 251112%

[ALt86, p. 73-75]

= 1 — cos®, podemos ainda escrever A na forma

1 —2(v2 +v2)sin? %
vs sin ¥ + 2v1 v, sin? %

— vy 8in 1) + 2013 sin’ %

—v3sin ¥ + 20109 sin? %
1—2(v? +02)sin® &

Vg Sin Y + 2v1v5 sin® %
¥

2
vy sin Y + 2vqv5 sin® %

—vy sin Y + 2vyv; sin® %

1—2(v}+03)sin® ¥

4.4.1 Angulos de Euler

Vamos escrever os angulos de Euler «, 5 e 7 a partir do angulo ¢ e do eixo

de rotacao definido pelo vetor v = (v1,v9,v3) de uma rotagao do referencial |Alt86,
p. 75-76].

Vamos exemplificar com a sequéncia eixo-angulo de Euler xyz (poderiamos

usar qualquer uma das doze sequéncias e um quaterniao associado a uma rotacao de
pontos).

Seja ¢ = qo + i1 + jg2 + kgz o quaterniao unitério associado ao operador

L,v) = q¢*vq e A, na forma (4.23), a matriz de rotagdo correspondente.
podemos escrever

Entao

A=R.,RysRya
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ou seja

vi+ (vi+vd)e vy (1 —c)+uss vivg (1 —c) — g8
A= vog(l—c)—wv3s vi+ (W¥+0vi)c wvuz(l—c)+uvs | =

v1vg (1 —¢) +v2s vouz (1 —¢) —wvys v+ (vi+0v3)c

cosy siny 0 cosf 0 —sing 1 0 0
= | —siny cosy 0 0 1 0 0 cosa sina | =
0 0 1 sinf 0 cosf 0 —sina cosa

cosycos 3  sinycosa + cosysinfsina sin-ysina — cosysin 5 cos «
= | —sinycosf cosvycosa —sinvysinfsina cosysina + sinysin [ cos «
sin 3 — cos B sin« cos 3 cos

onde ¢ = cosvy e s = sin .

Desta igualdade resultam as expressoes

sinff = wvyuz(1 — cos)) + vy sin 1,
vy sinY — vyuz (1 — cos 1)

tana = )
v3 + (v} + v3) cos v
_ vy siny — vyvz (1 — cos )
sihae = 5 ,
cos
2 2 2
vz + (v] + v5) cos
v = Do
cos
. vgsiny — vyvy (1 — cos )
any = ,
! v + (v3 + vF) cos ¢
, vgsiny — vyvy (1 — cos )
ST = cos 3 ’
2 2 .2
v V5 + v3) cos
osy = AElEELC

Obtiveram-se, assim, expressoes dos angulos de Euler «, § e v da sequéncia

xyz a partir do angulo e do eixo da rotagdo cujo operador matricial é A.

4.5 Dos quaternioes para as matrizes e vice-versa

Nesta seccao, vamos ver de que forma podemos chegar & matriz de rotacao a

partir do quaterniao associado a um operador quaternionico de rotagao, e vice-versa.
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Vamos deduzir em primeiro lugar a matriz de rotacao a partir do quaterniao

q associado ao operador quaternionico L,(v) = ¢*vg, de rotacdo do referencial.

Vamos aplicar o operador L, ao vetor v definido no referencial inicial e vamos
expressa-lo como o vetor w com coordenadas no referencial rodado. Vamos usar a

igualdade (4.5). Temos, entao, que

22 — 1 0 0 v
(205 —1) v = 0 25-1 0 v |
0 0 2¢2 — 1 Us

26 2012 2q1G3 o
2(@-v)a=| 2qq 26 2qq vy
2193 24243 2(1§ U3
e
0 29043  —2q0Ge U1
—2q(axv)=1] —2qq¢p 0 2q00 vy
2q002  —2q0¢1 0 U3
Somando as trés igualdades obtidas, obtém-se:
w, 205 — 14267 212 + 2093 29193 — 2q0%2 vy
wy | =1 201q2 —2q0g3 245 —1+2¢5 2q2q3 + 2q0m vy
ws 20193 + 29092 2q2q3 — 2901 25 — 1 + 243 V3

Obtivemos, assim, a partir do quaterniao unitario ¢ = qo + iq1 + jg2 + kg3 a

matriz de rotacao

26 — 14247 20142 + 29003 2103 — 29042
Q= | 20142 —2q0qs 262 — 14245 2¢2q3 + 20t (4.25)
20193 + 29002 2¢2q3 — 2qoq1  2q5 — 1+ 243

Temos entao que

w = ¢"vqg = Qv.

Para o operador quaterniénico de rotagao de um ponto L, facilmente se verifica

que

w = qv¢* = Q'v.
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Estes resultados confirmam que o operador L,(v) = ¢*vg representa uma
rotacao do referencial e o operador L,(v) = qv¢* representa uma rotagao de pontos.
Realce-se que a rotacao do referencial em torno de um eixo segundo um certo angulo é
equivalente a uma rotacao de pontos em torno do mesmo eixo mas segundo o simétrico

desse angulo.

Note-se, ainda, que
Tr(Q) =4q5 — 1

e, se atendermos ao resultado (4.21) também temos que
Tr(Q) =1+ 2cos .

Entao se aplicarmos a formula cos 21 = 2 cos? 1) — 1 obtemos ¢y = cos %, como ja era

de se esperar [Sho85, p. 248|.

Reciprocamente, a partir de uma matriz de rotacao vamos obter o quaterniao

associado ao operador quaternioénico de rotacao.

A partir da matriz de rotacao A = [a;;] = Q, isto é,

ai @iz a3 205 —1+2¢7 212 +290g3 2143 — 2q042

an az ax | = | 20142 —2q0g3 265 — 14245 2¢2q5 + 200

as; Gz ass 20193 + 29092 24293 — 2qoq1 QQ(Q) -1+ 2Q§
tem-se que

a3 — azz = 4qoqi,
az1 — a1z = 4qoq2,

a1z — a1 = 4qoqs

Tr(A) = 4q; — 1.

Da tdltima equacao vem que

_ Van tantaz+1
— 5 :

qo

A partir da expressao para go podemos tirar as outras componentes do quater-

nido associado ao operador quaterniénico de rotacdo L,(v) = ¢*vq, a saber

_ 23 — 32
2v/an + ag + azs + 17

q1
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o azy — a3
G2 =
2V/a11 + as + ass + 1
e
G12 — 21
qs

C 2V/ay tam t+azg+ 1

Note-se que, do mesmo modo, obtemos o quaterniao associado ao operador

quaternioénico de rotacdo L,(v) = gvq* a partir da matriz de rotagao Q.

4.5.1 Angulos de Euler

Vamos escrever os angulos de Euler em fungao do quaterniao unitario associado

a uma rotacao.

Comecemos por determinar, a partir da matriz de rotacao do referencial da
sequéncia eixo-angulo de Euler xyz, os angulos de Euler em funcao do quaterniao
associado ao operador quaterniéonico de rotacao. Note-se que poderiamos utilizar
qualquer uma das doze sequéncias e que o procedimento é andlogo para a rotacao

do ponto.

Seja ¢ = qo+1ig1+jg2+kgs o quaternido unitario associado ao operador L,(v) =

q¢*vq e Q, na forma (4.25), a matriz de rotacdo correspondente. Entdo podemos escrever
Q = RZ7’Y Ry?ﬁ Rm7a

ou seja,
205 — 14247 2q1g2 + 2q093 2193 — 2G0G2
20192 — 29093 205 — 1 +205 20203 + 2q0q1 | =
20103 + 20092 20203 — 20001 2q5 — 1+ 2¢3

cosycos 3 sinycosa + cosysinfsina  sin«ysina — cosysin 5 cos «
= | —sinycosf cosvycosa —sinysinfsina cosysina + sin-ysin 8 cos «

sin 3 —cos fAsina cos 3 cos
Daqui resultam as expressoes

sin 8 = 2¢1q3 + 2902,

2g2q3 — 2qoq1 2q5 — 1+ 243

2q2q3 — 2qoqn . . -
sina = — ) cos o = 3
cos

tanaq = ————
2¢2 — 1+ 24¢3 cos 3
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; _2q1q2 + 2903 . 2q1q2 + 2qogs B
any = ——5——"— SiIny = ————— €& COS7Y =

2¢8 — 1+ 2¢3
2¢2 — 1+ 2¢¥’ cos 3 '

cos 8

Obtivemos, assim, expressoes para os angulos de FEuler a, S e v da sequéncia

xyz a partir do quaterniao unitario ¢ associado a rotagao representada pela matriz Q.



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo vamos ver alguns exemplos de aplicacoes dos quaternioes em
diversas areas (trigonometria esférica, aeronattica, engenharia aeroespacial e astro-
nomia). Ao longo deste desenvolvimento vamos destacando algumas das vantagens
do uso dos quaternioes para lidar com rotacoes. No final apresentamos algumas das
vantagens e desvantagens relativas da aplicagao dos quaternioes, das matrizes e dos
angulos de Euler nas rotacoes, nao deixando de referir a importancia dos quaternioes

na evolucao da animacao em 3D, assim como na robdtica.

5.1 Uso de quaternioes em trigonometria esférica

Desde o inicio que Hamilton defendia a utilidade dos quaternides na trigono-
metria esférica. Refira-se que as consequéncias geométricas da trigonometria esférica
que aqui apresentamos ja tinham sido anteriormente descobertas por duas vezes. A
primeira por Gauss (1819), num trabalho ndo publicado sobre rotacoes na esfera, a
que Hamilton ndo teve acesso e a segunda numa publicacio de Rodrigues (1840) que

nao lhe despertou a atengao [Sti04, p. 391].

Nesta seccao vamos analisar de que modo os quaternioes podem ser utilizados

na deducao de alguns resultados de trigonometria da esfera.

69
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5.1.1 Triangulos esféricos

Vamos partir de um triangulo esférico ABD, ou seja, uma figura formada por
trés arcos de circulos maximos e, usando composicoes de rotacoes em R? com ele

relacionadas, obter diversas e curiosas relacoes entre os seus lados e os seus angulos.

Considere-se trés pontos distintos A, B e D que estao sobre a superficie de uma
esfera unitaria, isto é, de uma esfera de raio 1. Usamos esta esfera, em particular, para
que a amplitude do arco do circulo maximo entre dois pontos seja igual a amplitude

em radianos do angulo ao centro correspondente a esse arco.

Podemos, sem perda de generalidade, considerar o referencial XYZ (sentido
positivo) com origem no centro da esfera, O, o eixo dos Z’s contendo o ponto A e
o plano YZ contendo o ponto D. Para que ABD seja um triangulo esférico nao

degenerado na superficie da esfera, entao basta que o ponto B nao pertenca ao plano
YZ.

Sejam cada um dos pares destes pontos ligados por arcos de circulos maximos.
Vamos designar por a a medida em radianos do arco de circulo maximo que liga o ponto
B a D; por b a medida em radianos do arco de circulo maximo entre os pontos A e D;
por d a medida em radianos do arco de circulo maximo entre os pontos A e B. Note-se
que os arcos a, b e d sao os lados do triangulo esférico considerado e que cada um destes
arcos estd na intersecao da esfera com o plano que contém os vértices daquele arco
e o centro da esfera. Como a esfera é unitéria, sabemos também que as amplitudes
dos angulos ao centro LZAOB, /BOD e ZDOA correspondem respetivamente aos
comprimentos dos arcos d, a e b. Designemos por a, § e § os angulos internos do

triangulo esférico em cada vértice A, B e D, respetivamente (fig. 5.1).

De seguida, vamos considerar uma composicao de seis rotacoes com uma ordem
propria que representa a identidade. Esta composicao seré facil de seguir, uma vez que
contorna por ordem o triangulo esférico ABD. A concatenacao destas rotagoes é uma
sequéncia fechada de rotacoes, isto é, o referencial xyz que inicialmente coincide com
o referencial fixo na esfera, XYZ, apds a composicao de rotacoes ird coincidir de novo
com este, mantendo-se a orientacdo. As rotagoes serdo em torno de eixos adequados,
segundo os angulos internos do triangulo «, 5 e d, e dos seus trés lados a, b e d. Vamos
considerar estes parametros positivos. Também vamos escolher a direcao AD B a volta

do triangulo, de modo a ter a maioria das rotagoes positivas.
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Figura 5.1: Triangulo Esférico

[Imagem realizada no programa Geogebra|

As rotacoes que fazem parte desta composicao serao descritas de seguida.

— A primeira rotacao serd em torno do eixo dos x’s coincidente com o eixo
dos X's segundo o angulo —b, que representamos por R”,. Neste caso, o angulo
de rotacao é negativo porque a direcdo do movimento é contraria a orientacao do
referencial. Note-se que, apos a rotacao o eixo dos z’s do referencial de rotacdo que

passava pelo vértice A agora contém o ponto D.

— A segunda rotacdo serd em torno do novo eixo dos z’s segundo o angulo 0,

indicada por R;. Com esta rotacao o novo plano yz vai conter o lado a do triangulo.

— A terceira rotacao serd em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo a,
caraterizada por R*. Apoés a rotagdo o novo eixo dos z’s passard a conter o vértice B

do triangulo esférico.

— A quarta rotacdo serd em torno do novo eixo dos z’s segundo o angulo £,
representada por Rj. Esta rotagao fard com que o novo plano yz contenha agora o
lado d do tridngulo ABD.
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— A quinta rotagao serda em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo —d,
cuja representacao ¢ R ;. Note-se que, o angulo desta rotacao é negativo, a orientagao
é contraria & orientacao positiva do referencial. A rotacao fara coincidir o novo eixo
dos z’s outra vez com o eixo dos Z's do sistema de coordenadas de referéncia XYZ e

ird conter de novo o vértice A.

— A sexta rotacao, a ultima das rotagoes desta composicao, fard coincidir o
referencial rodado xyz com o referencial original XYZ. Esta rotagdo serd em torno
do novo eixo dos z’s segundo o angulo 7, onde este angulo ird corresponder a m + a.
Se a rotacao fosse apenas segundo o angulo « esta nao colocaria o eixo dos x's com
a mesma orientagao do eixo dos X's. A representagao desta rotagao ¢ dada por RZ.
Note-se que o plano final yz é mais uma vez coincidente com o plano YZ que contém

os vértices A e D e o lado b do tridngulo esférico considerado.

Concluimos que esta composicao de rotacoes ¢ uma sequéncia fechada de rota-

¢oes, ou seja, corresponde a identidade.

5.1.1.1 Analise quaterniénica

Usando quaternioes, a sequéncia dada acima permite extrair relacoes entre os
varios angulos que caraterizam um triangulo esférico. Para cada uma das rotagoes
desta sequéncia fechada temos um quaterniao correspondente. O produto dos qua-
terniodes associados a cada uma das rotagoes, com a ordem correta representard um

quaterniao cuja parte real ¢ 1 e nao tem parte vetorial. Como
RS o RY; o Rj o Ry o Rf o Ry =1,

tem-se

q;;b qz,6 4z,a 9z,8 q;d Qzry = 1.

Apo6s as multiplicagoes apropriadas, também, obtém-se

qz,5 qz,d qzy = Q;,a qzé qz.b- (51)
Sabemos que
q :cosé—i-k Siné
275 2 2 7
d

* . .
q,, =COS—= —18In—
z.d 2 2’
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qwzcos%—l—ksin%:—sin%—i—kcos%,

. a . . a
= cos — — 1 sin —,
Yo 2 2
) )

¥ =cos— —k sin —
€z 2 2

b
p = COS — + 1 sin —.
Qo 2 2

Entao usando a definicao de produto quaterniénico, vemos que

. d a B
2 » — COS — | —COS —— S1n — — 8111 — COS
q B q$,d q Y 92 9 9 9

| e
N————
+

+

+isin — | cos é sin . sin é CoSs
2 2 2 2

(CY oI ) !
+

N— —

I d( . e n
Sin — SN — SIn — COS — COS
ISy 2 %15 2

d
+k cos — cosécosg —sinésin2 =
2 2 2 2 2

d d — d — d
:—cos§sina;6+isin§sina 5 B+jsin§cosa 5 6+kcos§cosa—gﬁ

e que

. x 0 @ el L in%ein ) 4
z = COS = | COS = COS — SIn — SN —
qx,a qz,é Qz.b 2 9 9 9 9

4 1) a . b o a b N
1COS — COS — S — — S — COS —
2 g Mg TR 08,

+]j si 0 si ac sb Csas' b +
in— [ —sin = cos — — cos — sin —
I8 2 “®73 2 oMy

) (5( a b . a . b)
+ksin— [ —cos=cos= +sin—sin—- | =

2 2 2 2 2
) a—>5b . O . a—b .. 0 . a+bd ) a+b
= cosicos — 1cos§sm —JSIH§SIH — k81n§(:os

Atendendo a equacao (5.1) podemos igualar os resultados obtidos, ou seja,

d — d — d
_cosisin 5 —l—isin§sina25+jsin§cosa2B—i—kcosécosa—gﬂ:
a—b ., 0 . a—=b . 0 . a+b Isi ) a+b
= COS = COS —icos —sin — jsin = sin — ksin = cos
2" 2 M T TR 2% 2

Desta ultima equagao saem as seguintes igualdades:
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d . a+p 4] a—>b

—cos sin = €08 5 C08 ——, (5.2)
d — ) —b
sinisina26 :—cosasina2 : (5.3)
d - o b
sin = cos — b_ — sin — sin o (5.4)
2 2
) )
d b
cos—cosa+6:—sin—cosa+ : (5.5)
2 2 2 2

que sao muito uteis na obtencao de varios resultados da trigonometria esférica. Como é
facil de compreender, podemos a partir destas equacoes iniciais, estudar e demonstrar
muitas igualdades de um triangulo esférico. No entanto, neste trabalho vamos expor

apenas alguns desses resultados, nomeadamente os que se seguem.

Lei dos senos:
sind sina sinb

sind sina  sinf

Demonstracao: Se multiplicarmos as equagoes (5.2) e (5.4) e usarmos as igual-
dades trigonométricas

sin® z + cos® z = 1,

sin (x +y) =sinzcosy +sinycosx

e
cos (x £ y) = cosz cosy Fsinxsiny,
obtemos
: df. «a &g p B .0 in % cos® 4+ s b
sin — cos = | sin = cos = 4 sin — cos = | = sin = cos = ( sin = cos = + sin = cos =
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2)7

que é equivalente a

B

d
281115 CoS 5.28111%008% + 2sin§cos 5.2sin§cos 5 =

1) ) a a 1) )
= 28in — cos —.2sin — cos — + 2sin — cos —.2sin — cos —

2 2 2 2 2 2 2 2
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de onde se obtém a igualdade seguinte

sindsin a + sindsin 8 = sin d sina + sin d sin b. (5.6)

De maneira analoga, se multiplicarmos as equagoes (5.3) e (5.5) e usarmos as mesmas
propriedades usadas anteriormente, obtemos

o d d (. « Q@ e 15} ) o (. a a . b b
in— — | sin — — —sin — — ) =sin— — | sin = — —sin — —
S 20052 S 20052 S 2(:052 S 2(:052 S 2(:052 S 2(:052
que é equivalente a
d d

2sin — cos —.2 singcosg — 28in — cos —.2 sinécosé =

2 2 2 2 2 2 2

b b

:2sin§cos§.2sin%cosg—QSinécosé.Zsin—cos—

de onde resulta

sindsin a + sindsin § = sind sina — sin d sin b.

(5.7)

Se somarmos as equagoes (5.6) e (5.7) obtemos:

sindsina = sind sina
donde vem que

sind sina

sind  sina’
Se subtrairmos as equagoes (5.6) e (5.7) obtemos

sindsin f = sind sinb

sind sinb

sind  sinf’

A partir das duas dltimas igualdades, temos o queriamos demontrar

sind sina sinb

sind sina  sinf8
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Lei dos cosenos (1): Relativamente ao lado d do triangulo esférico podemos

obter a lei

cosd = cosacosb -+ sinasin bcos 9.

Demonstracao: Se elevarmos ao quadrado as equagoes (5.2) e (5.5) obtemos as igual-

dades seguintes, respetivamente,

d ) —b
cosz§sin2 a—;—ﬁ = C082§COSZ ? 5
cos? — cos® ath = sinQécos2 a+b.

2 2 2 2

De seguida, se somarmos estas duas igualdades, temos que

COSQC—l sin? atp +cosZM = COSQéCOSQ a—b +Sin2§COSQ &+b.
2 2 2 2 2 2 2

Se agora usarmos as formulas

o l+cosx
cos” — = ——,
2 2
.9 l—cosx
sin — = ——
2 2
e, efetuarmos os calculos, simplificando, vamos ter a igualdade que queremos demons-

trar, a saber,

cosd = cosacosb -+ sinasin bcos 9.

Numa sequéncia fechada de rotacoes podemos comecar por qualquer rotagao
desde que nao se altere a ordem das rotacoes. Por isso, também podemos demonstrar

de modo andlogo, as igualdades seguintes:

cosa = cosbcosd + sinbsin d cos a

cosb = cosacosd + sinasin d cos 3.

Para obtermos a primeira, basta comecarmos a composicao de rotacoes a partir

da rotacao R, obtendo

R§ o R*y o RS o RYj o Rjo Ry =1
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que da origem a igualdade

qzpy qz,b 4z = Qz,d qz,ﬁ Q;,a-

Para chegarmos a segunda igualdade, partimos da rotagao R” ;, obtendo
Rj o R; o Rf o RY)y o RS o RY ;=1
que corresponde a igualdade quaterniénica

Q5 Qra 928 = Qb Gy God-

Nas varias deducoes das igualdades seguintes, poderemos agora demonstrar
igualdades andlogas usando as equagoes que ja conseguimos deduzir a partir destas

composicoes.

Lei dos cosenos (2): Relativamente ao angulo § do tridngulo esférico podemos
obter a lei

cosd = — cos acos 3 + sin asin 3 cos d.

Demonstracao: De modo analogo, como realizado anteriormente, se elevarmos ao

quadrado as equagoes (5.2) e (5.3), respetivamente, obtemos as igualdades seguintes

cos? El sin? M = cos? é cos? a—_b,
2 2 2 2
d — ) —b
sin? 5 sin? QTB = cos? 3 sin? a4 5

. ,a—b od . ya+f od . ,a—f
2 2 2 2

a—>b ) .
cos” — ((:052 5 4+ sin = cos” — sin® ——— 4+ sin” — sin

Do mesmo modo, se usarmos as formulas da demonstragao anterior e efetuarmos

os calculos, simplificando, obtemos a igualdade que queremos mostrar, ou seja,

cosd = — cos acos [ + sin asin 5 cos d.
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Ainda podemos estabelecer identidades trigonométricas de um triangulo esférico

que sao muito uteis. As quatro igualdades seguintes sao conhecidas como as

Analogias de Napier:

cos “T_b tan a—;rﬁ
ath 5 (5.8)
COS 5~ cot 3

Esta igualdade é obtida quando se divide a equagao (5.2) pela equacdo (5.5).

sin “T’b tan

atb
2

a—p

2 5.9
cotg ( )

sin

Se dividirmos a equacdo (5.3) pela equacdo (5.4) obtemos a igualdade anterior.

a—p a+b
Cos —5- _ tan = (5 10)
a+p d :
cos —- tan 5

De modo analogo, dividindo a equagao (5.4) pela equagdo (5.5) obteve-se a

identidade anterior.

oa—p a+b
sin =~ _ tan = (5 11)
a+3 d ’
cos —- tan 5

E esta igualdade foi obtida dividindo a equagao (5.3) pela equacao (5.2).

Também podemos obter a seguinte identidade, no tridangulo esférico, que é

conhecida como

Lei das Tangentes:

tan a—gﬁ tan “T_b (5.12)
tan a—;ﬁ  tan “T*'b '

Para se obter esta igualdade, basta que se divida a equacdo (5.9) pela equacdo
(5.8). Note-se que a equagao (5.12) é independente da amplitude de um dos trés

angulos do triangulo e do seu lado oposto correspondente.
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5.1.1.2 Triangulos esféricos retangulos

Neste caso particular, em que 0 = 7, obtém-se facilmente algumas identidades
interessantes, nomeadamente, substituindo § por 7, nas leis do seno, coseno (1) e (2),

respetivamente, vamos ter
. sina sinb
smd = — = X,
sinaw  sinf

cosd = cosacosb

tanacosdtan f = 1.

Também, como cot g = cot § = 1, temos que a partir das equagoes (5.8) e (5.9),
obtém-se, ap6s a substituicao, respetivamente,

a—b

a+ 3 cosT

tan = 5.13

2 cos "TH’ ( )
e ' )
a—pf sin%e

tan 5 = apa (5.14)

2

Ainda, a partir destas equagoes anteriores podemos mostrar as seguintes igual-

dades, para « e (8 independentes um do outro,

tan a
tana = —
sin b
) b
tan
tan = —
sina
5o _atB | a=B _atB a8
Demonstragao: Como o = 5% + 555 e [ = 555 — 5575,
; ; (oﬁ—ﬁ_i_a—ﬁ) tan#—l—tan%‘ﬁ
an = tan =
2 2 1 — tan %42 tan 22
e

oz—i—ﬁ_a—ﬂ) _ tan 232 — tan 232
2 2 1+tano‘2ﬂtan#

tan § = tan (

Substituindo nestas duas ultimas equacoes os resultados de tan # e tan %;6

dados em (5.13) e (5.14) e simplificando os céalculos, obtemos as duas igualdades

pretendidas. .
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5.1.1.3 Triangulos esféricos isésceles

Também podemos retirar algumas igualdades para este tipo de triangulo, por

exemplo, no caso em que o = e a = b.

Usando as Leis do Coseno, anteriormente deduzidas, facilmente se obtém as

igualdades seguintes, se substituirmos « por [ e a por b,

sin? g — 1 —cosd
1 —cosd
e
. 9 1+ cosd
sin“qg = ———.
1+ cosd

Também conseguimos mostrar que

tan§ = sin o sin a tan 5

Demonstracao: Pela equacao (5.8) temos

) 1
tan - = ———. 5.15
an2 cosatan o ( )

A partir da equacao (5.10) vamos obter as equacoes equivalentes seguintes:

d
tan§ =tanacosa &

1 1
& tan — = sina COS (v Sin av— &
2 cosa sin «
. . 1
< tan — = sinasin « ——
cos a2
COos @
. : 1
& tan — =sinasing—— .
2 cos atan
Usando a equacao (5.15) obtemos o resultado que queremos demonstrar. "

5.1.2 Poligono regular de n lados na esfera

Nesta seccao vamos analisar os poligonos regulares da esfera e deduzir algu-
mas igualdades, comegando pelo triangulo equilatero, que corresponde a um poligono

regular de 3 lados.
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Triangulos Esféricos Equilateros

Como o triangulo é equilatero, entao, sabemos que os lados do triangulo esférico
sdo congruentes, isto ¢, a = b = d. Pela Lei dos Cosenos (1) tiramos que as amplitudes
dos angulos internos deste triangulo sao iguais, « = f = 0. Seguidamente, vamos
deduzir a formula

cosa

cosq = ————. (5.16)
1+ cosa

Demonstracao: A partir da Lei do Coseno (2) temos que
cos o = — cos? a + sin® accos a

que é equivalente a

(1+ cosa)cos® a + cosa — cosa = 0.

Usando a férmula resolvente para equacoes do 2° grau, concluimos que

cosa
cosoy = — V cosa = —1.
1+ cosa

Como a segunda equagao é impossivel, uma vez que a < 7, fica mostrada a igualdade

que queriamos. n

Também podemos estudar o triangulo equilatero a partir de uma outra sequén-
cia fechada de rotagoes. Seja ABD um tridngulo equilatero esférico. Podemos con-
siderar, sem perda de generalidade, o referencial XYZ (sentido direto), com origem
O no centro da esfera, o ponto B a representar o “Polo Norte” da esfera, o eixo dos
X’s contendo o ponto A e o plano XY contendo o lado AB do triangulo. Note-se
que este lado esta contido num meridiano da esfera. Para que ABD seja um tridngulo
equilatero esférico, entao basta que o ponto D pertenca ao paralelo que contém o ponto
A e que diste de A o mesmo que de B. Verifica-se que o lado BD do triangulo esta

também contido num meridiano da circunferéncia.

A composicao seré facil de compreender porque contorna por ordem o tridngulo
esférico ABD; consiste em repetir {rés vezes a composicao das duas rotagoes Ry o RZ,
isto é,

R; o R o Rj o R, o Ry o R, =1,
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onde a representa o comprimento em radianos do lado do tridngulo e 6 = 7 — «

representa o angulo externo do triangulo, que é suplementar ao angulo interno «.

Seréd suficiente caraterizar apenas as duas primeiras rotacoes, repetindo-se o

raciocinio a partir da terceira rotagao.

— A primeira rotacao serda em torno do eixo dos z’s, coincidente com o eixo
dos Z's segundo o angulo a, representada por R2. Apds a rotagdao, o novo eixo dos
x’s do referencial de rotacdo que continha o vértice A agora contém o vertice B. O
novo eixo dos y’s tem a direcao e sentido do vetor O? , onde o ponto C' corresponde

a interseccao do equador com o meridiano oposto ao meridiano de A.

— A sequnda rotacao serd em torno do novo eixo dos x’'s segundo o angulo 6,
indicada por Rj, onde § = m — . Realce-se que antes da primeira rotacao o plano
xy continha o lado AB do triangulo esférico e que com esta rotagdo o novo plano xy
ird conter o lado BD do triangulo. Por isso, temos que repetir a composicao destas
duas rotacoes, mais duas vezes, para darmos a volta completa ao triangulo. Com a
sexta rotacao o referencial rodado xyz ird coincidir de novo com o referencial XYZ,
fixo na esfera. Temos, assim, uma sequéncia fechada de rotacoes coincidindo com a
identidade.

Usando, agora, o produto que define o operador quaterniénico da sequéncia

fechada de rotacoes referida, podemos escrever

(q,z,a q:zﬂ)g = 17

isto é,
0 0 0 AN
<cos g cos 5 +icos g sin 3 + jsin % sin 3 + ksin g Ccos 5) = 1. (5.17)
Podemos simplificar esta notacao introduzindo
a
To = COS = COS —
0 = 0S5 COS 5
e

. a6 a0 a0
url:1cos§sm§+Js1n531n§+k81n§cos§
onde u é o vetor unitario
0
27

. a8 s @i O a
icos §sin g + jsin § sin 5 + ksin 5 cos

— o2 @ 20
\/1 COS® 5 COS” 5

u =
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) a.9+..a.9+k.a 0 \/1 ,a 0
71 = |1COS — S1nNn — S111 — S1Nn — SIINl — COS —| = — COS“ — COS“ —.
! g Sty TSI Y 2 95 2 ‘%5

Assim, a expressao (5.17) escreve-se na forma

(T() + 117“1)3 =1.

Ora, sabemos que, dados dois quaternides p =po+p e ¢=q +q (peq
quaternioes puros) o seu produto é

Pq = Poqo — P-9 + pod + P + P X q.

Se aplicarmos esta formula a (ro + ury)® = 1, obtemos

o (rg - r%) —2rgri +u [rl (rg — Tf) — 27“37“1} = 1.

Daqui resulta que a parte vetorial desta equacao é zero, ou seja,
r1 (7"3 — 7"%) + 27“87“1 =0,
que equivale, aplicando a lei do anulamento do produto, a
=0 V 3rg—ri=0.

Como r; # 0, se substituirmos na segunda equacao os valores de 7y e r; e usarmos um

dos casos notaveis da multiplicagao, obtemos

a g 1 a 0 1
COS — COS — = — V COS —COS — = ——.
2 2 2 2 2 2
A segunda equagao ¢ impossivel porque a e f sao menores que %’r (realce—se que

a tem, no minimo, a amplitude de ¥ e a tem, no maximo, o comprimento %’r)

A equacgao que relaciona o comprimento em radianos do lado a e a amplitude

do angulo 6 suplementar de um angulo interno do triangulo equilatero esférico é

a 0 1
—_— _— —_. .1
Co8 5 COs 5 = 3 (5.18)

Podemos tirar algumas conclusoes a partir desta equacgao:

e quandoa — 0, - e a— ZI;
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esea=73, 0=75 e a=

N

)

oquandoa—>%’r, 0—-0 e a—m,

ocomoO<0L<%7T entao 2§7r>0>0 e §>0z>7r.

Quadrados Esféricos

Vamos considerar um poligono regular de 4 lados na esfera. Entao, a medida
em radianos dos lados sao iguais e as amplitudes dos angulos internos também sao
iguais. Seja a o lado, o o angulo interno do quadrado esférico e ¢ = m — « o seu
suplementar (dngulo externo do quadrado). Vamos estudar este poligono repetindo

quatro vezes a mesma composta de rotacoes utilizada no triangulo equilatero esférico.

De modo semelhante, para o quadrado esférico, somos conduzidos & resolugao
da equacao

(ro + ur)! =1

que equivale a

2 2 2,2 2 2\ _
[(7"0 — 7“1) — 47“07“1} +u [47’07“1 (TO — 7“1)} = 1.
Mais uma vez, temos que a parte vetorial da equacao anterior é zero, sendo
2 2\
4rory (ro — rl) =0,

isto é,

ro=0 V r=0 V 7ri—7r=0.

Como as duas primeiras equacoes sao impossiveis, entao, desenvolvemos a terceira
equagao substituindo, de modo analogo, os valores de rg e r; e aplicamos o caso
notavel da multiplicacao que da a diferenca entre dois quadrados. Obtém-se assim

a 0 V2 a 0 V2

COS — COS — = — V.  coS—CoOS— = ———.
2 2 2 2 2 2

A segunda equacdo ¢ impossivel porque a e f sdo menores que 7 (note-se que

o tem, no minimo, a amplitude de 7 e a tem, no maximo, o comprimento 7).
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A equagao obtida, representada a seguir, relaciona a medida do lado a e o

angulo € suplementar do angulo interno a do quadrado esférico

0 2
cosgcos§ = \/7— (5.19)

Também podemos tirar algumas conclusoes a partir desta equacao:

e quandoa— 0, 6 =35 e a—7;
e quandoa— 3, 00 e a—m

ocom00<a<§ entao §>9>O e §>a>7r.

Pentagono Regular Esférico

Consideremos um poligono regular de 5 lados na superficie esférica. Seja a o
lado e 8 = m — a o angulo suplementar do angulo interno a do pentagono regular
esférico. Vamos estudar este poligono, de modo anélogo, usando a repeticao de cinco

vezes a composta de rotacoes anterior.

Para o pentagono regular esférico, somos conduzidos a equacao

(ro+ur)’ =1

que equivale a

[ro (7"3 — r%) (7"3 — 57“%) — 47”87“%] +u [rl (rg — r%) (57“(2) — rf) — 47’37";’} =1
Mais uma vez, temos que a parte vetorial da equacao anterior é zero, que equivale a

1 (7“3 — r%) (57“8 — rf) — 47“(2)7“? =0.
Como 71 # 0, entao temos
(7“3 — rf) (57’8 — r%) — 47"37“% =0.

Se substituirmos nesta equacao os valores de 7y e 1 e usarmos a féormula resolvente,

obtemos

Cosgcosg:j: 3+\/5 \J COSECOSQZZE 3_\/5.

8 2 2 8
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A equagao obtida, representada a seguir, relaciona a medida do lado a e o

angulo € suplementar do angulo interno a do pentégono esférico

a 0 3+v5
Z Z = ) 2
co8 5 €08 o 3 (5.20)

Note-se que esta condicao era a tnica possivel das condicoes obtidas anterior-

2 3

mente. O lado a e 6 sao menores que ¢ (a tem, no minimo, a amplitude de Tea

tem, no maximo, o comprimento %”)
Também podemos tirar algumas conclusdes a partir da equagao (5.20):

2 3T

e quandoa — 0, 00— L e a—

oquandoa—)%”, 0—>0 e a—m,

oc01rn00<a<2?’r entao 2?’r>9>0 e 3?”>oz>7r.

Hexagono Regular Esférico

Consideremos um poligono regular de 6 lados na superficie esférica. Seja a o
lado e §# = m — a o angulo suplementar do angulo interno a do hexagono regular
esférico. Da mesma maneira, vamos usar a equacao seguinte para estudar o hexagono
regular esférico

(ro + ury)’ = 1.

Esta equacao ¢ equivalente a
(7’3 — r%) (ré +ri— 147“(2)7"%) +u [67’07"1 (TS — T%)Q — 87“(3]7“?} =1.
Donde, temos que a parte vetorial da equacao anterior é zero, isto é,
61971 (r% — r%)Q —8rpr? = 0.
Como rg #0 e 7 # 0, entao temos
3 (7“(2) — r%)2 — 4r3r? = 0.

Se substituirmos nesta equacao os valores de ry e 1 e usarmos a formula resolvente

V3

Cosgcosﬁzj:T vV cos%cosézii.

obtemos
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A equagao obtida, representada a seguir, relaciona a medida do lado a e o

angulo € suplementar do angulo interno a do hexagono esférico

a 0 3

COS 5 CO8 5 = (5.21)

Note-se que esta condi¢ao era a tnica possivel das condicoes obtidas anterior-

mente. O lado a e 6 sao menores que 3 (a tem, no minimo, a amplitude de 2% ea

tem, no maximo, o comprimento %)

Também podemos tirar algumas conclusées a partir da equacao (5.21):

e quandoa — 0, 0 —7% e a— T,

e quandoa — %, 6 —=0 e a—m;

ocom00<a<% entao §>9>O e 2?7r>0z>7r.

Poligono Regular de k& > 7 lados na esfera

A partir das equagoes (5.18), (5.19), (5.20) e (5.21), que relacionam o lado a
com o angulo ¢ suplementar do angulo interno a dos poligonos esféricos regulares com
3, 4, 5 e 6 lados, respetivamente, podemos conjeturar uma equacao que relaciona o
lado e o angulo suplementar do angulo interno de um poligono regular esférico de &

lados.

Como o angulo interno o de um poligono regular plano de k lados é dado por

k—2
a = T
k Y
entao o angulo 0 suplementar de « é
2
6 — — = —
Toa=.m

0

0 =«
2k
A situagao anterior acontece na esfera quando o lado a do poligono regular

esférico tende para zero (implicando que cos § tende para 1). Atendendo a afirmacao
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anterior e voltando aos resultados anteriores (5.18), (5.19), (5.20) e (5.21), note-se que

sao, respetivamente, equivalentes as equacoes

a 0 T
COS — COS — = COS —
2 2 3’
a T
COS — COS — = COS —
2 2 4’
a 0 T
COS — COS — = COS —,
2 2 5
a 0 T
COS — COS — = COS —.
2 2 6
O que nos leva a conjeturar a seguinte formula
a 0 T
— — = — 5.22
cos 5 cos 5 cos o ( )

que relaciona o lado a de um poligono esférico regular de k lados com o angulo 6,

suplementar do angulo interno « do poligono.

Podemos também tirar algumas conclusoes a partir do resultado anterior:

e quando a — 0, 9—)%71’ e a— =T

oquandoa—>%7r, 0—>0 e a—m,

ocom00<a<%7r entao %W>(9>0 e %7‘(’>O&>T(.

5.2 Exemplo do uso de quaternioes na aeronautica

Vamos explorar quaternionicamente uma das sequéncias eixo-angulo de Fuler
mais usada na ciéncia da navegacao aérea. Vamos aplicar o teorema de Euler, ja
enunciado neste trabalho, e relacionar dois referenciais independentes (um posicionado

na Terra e o outro no aviao) através desta sequéncia.

Um dos instrumentos principais de voo que se encontra no cockpit dos avioes
corresponde ao “Heading and Attitude indicator” que da ao piloto uma informacao
continua do estado do aviao relativamente a um local na superficie terrestre. Este
aparelho relata em cada instante a orientacao do referencial no aviao para um referen-

cial posicionado num local da Terra.
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O referencial do avido xyz tem a sua origem no centro de gravidade do aviao.
A parte positiva do eixo dos x’s aponta para o nariz do aviao ao longo do seu eixo
longitudinal. O eixo dos y’s do avidao tem a direcao das asas e a parte positiva aponta
para a asa direita. O eixo positivo dos z’s é normal aos eixos dos x’'s e dos y’'s, a

apontar para baixo.

O referencial de referéncia na Terra XYZ tem de origem, chamemos O, num
local na superficie terrestre. O plano XY ¢ o plano tangente & Terra sendo O o seu
ponto de tangéncia. O eixo dos X's aponta para o Norte e o eixo dos Y's aponta para

Este. O eixo dos Z’s, normal ao plano XY, aponta para o interior da Terra.

De seguida, indicamos uma composicao de trés rotagoes (sequéncia eixo-angulo
de Euler zyx) que irao posicionar o referencial local XYZ com a mesma orientagao

do referencial xyz que esti no aviao.

— A primeira rotacdo serd em torno do eixo dos Z’s segundo um angulo 1,
chamado de “Heading”. Apoés esta rotacdo o novo eixo dos X's (Xj's) ficard com
a mesma direcao da projecao do eixo dos x’s no plano XY, isto é, da-nos o desvio
relativamente ao Norte que o avido apresenta. Este angulo também nos informa se o

nariz do aviao esta virado para a direita ou para a esquerda relativamente ao Norte.

— A segunda rotacdo serd em torno do novo eixo dos Y's (Y1's) segundo
um angulo 6, o angulo “Elevation”. Apods esta rotacdo o eixo dos Xi’s ficard com
a mesma orientacao do eixo dos x do aviao. Este angulo representa a inclinacao do
aviao, também nos informa se o nariz do aviao estd para cima ou para baixo, se esta

a subir ou a descer.

— A terceira rotagao serd em torno do eixo dos X;'s segundo um angulo ¢, o
angulo “Bank”. Apoés esta rotagao o referencial de referéncia na Terra tem a mesma
orientacao que o referencial no aviao. Este ultimo angulo dé-nos a tor¢ao que o aviao
apresenta e também nos informa se o aviao estd de cabeca para baixo, voltado ao

contrario.
A composicao de rotacoes
X Yy z
R} o Ry o R}

e os seus correspondentes angulos de Euler relacionam o sistema de eixos coordenados

do aviao ao sistema de eixos coordenados de referéncia localizado na Terra.
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Figura 5.2: Angulos: “Heading” (¢)), “Elevation” (0), “Bank” ()

[Imagem do site: http://en.wikipedia.org/wiki/Axes conventions]

Os angulos de orientacao Heading, FElevation e Bank sao chamados frequen-
temente de “Yaw”, “Pitch” e “Roll” , respetivamente. Na realidade os angulos
Heading, Elevation e Bank (fig. 5.2) definem o estado do avido e “Yaw”, “Pitch” e
“Roll” (fig. 5.3) sao as perturbacoes angulares desse estado [Kui02, p. 205].

Pitch Axis

Roll Axis

Tow Axis

Figura 5.3: “Yaw”, “Pitch” e “Roll”

[Imagem do site: http://en.wikipedia.org/wiki/Aircraft principal axes|
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5.2.1 Analise matricial

Vamos comecar por determinar a matriz composta que corresponde a uma

matriz de rotagao e que é obtida pelo produto das matrizes seguintes:

1 0 0 cosf 0 —sind cosy siny 0
R=1]0 cosp sing 0 1 0 —siny cosy 0 | =
0 —singp cose sinf 0 cosf 0 0 1
1 0 0 cosfcosy cosfsiny —sinf
=10 cosp sing —sin cos Y 0 =
0 —singp cose sinf cosvy sinfsiny  cosd
cos 6 cos cos 6 sin ¢ —siné

= | singsinfcosy — cospsiny sin@sinfsiny + cos pcosy sin g cos b

cos @ sin @ cosy + sin psiny  cos psinfsiny — sinypcosy  cos p cos

Esta matriz pode ser vista como uma tnica rotagao em torno de algum eixo,
em geral um eixo que nao pertence aos eixos coordenados, que leva o referencial de

referéncia localizado na Terra no referencial do corpo (o aviao, no nosso caso).

O angulo ¢ da rotacao composta representada pela matriz R é obtido através
da formula (4.21):

Tr(R) —
coss = Lr®) —1
2
isto é,
cos f cos Y + sin psin 0 sin 1) + cos ¢ cos Y + cos pcosf — 1
cosd = . (5.23)

2

Usamos agora o resultado (4.19) para obter o eixo de rota¢ao v da matriz R. Se

v = (vy,v9,03), (5.24)
entao
vy = —ai3(ag — 1) + agza;s = sin psiny + sin  cos p cos 1 — sin b,
ve = —agz(a;n — 1)+ agja;z = —sinp cos + cos psin sin 6 + sin p cos b,
vy = (a1 — 1)+ (a2 — 1) —ania12 =

= cosfcosp — cosfcosy — cospcosy —singsinfsiny + 1.
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5.2.2 Analise quaternidnica

Seja L, = Lg, ,0Lg, ,0L,. , 0operador quaternionico de rotagao correspondente

a composicao de rotagoes anteriormente introduzidas. Como sabemos

Y

Y .
.o = cos — + ksin —,
@z 5 in

9z, 9z,

Qyo = COS 5 +jsin§

(2R
. = COS — -+ 1SIn —.
=0 g TG

Como temos uma composicao de rotacoes dos eixos coordenados de um refe-

rencial, entao, o operador quaternionico L, vai ser igual ao operador quaternionico
L

qz,9 Qy,0 9z,0)

isto é, o produto quaterniénico apropriado para representar a composta é dado por
4= Qyo Qo = 9o +iq1 +Jjg2 + kg3

onde, ap0s os célculos efetuados, obtemos

0 0

qozcosgcos—cos%—i—sinfsin—sin%,
2 2 2 2 2 2
ql:SinfCOSQCOS%—COSfSiHQSiDg
2 2 2 2 2 2’

o .0 L 0 .
= C0s = sin = cos — + sin = cos = sin —
* 9 My g oY

e

qucosgcosgsin%—singsingcos—.
2 2 2 2 2 2

Se o angulo da rotacdo composta é §, entao a partir do produto quaterniéonico

sabemos que ; / /
cos 5 = go = cosgcosécos%quin%sinﬁsin 5 (5.25)
Note-se que as equagoes (5.23) e (5.25) s@o equivalentes. Para ver que assim &,

basta efetuar alguns calculos e utilizar as formulas trigonométricas cos § = 2 cos? g —1

e cosd =1 —2sinzg.
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O eixo de rotacao é dado pelo vetor

V= (QIa q2, (13) . (526>

Também ficamos a saber que os vetores apresentados em (5.24) e (5.26) sdo colineares,

uma vez que representam o eixo da mesma rotacgao.

E de realcar a facilidade com que obtivemos o angulo e o eixo da rotacio usando

0s quaternioes.

5.2.3 Gimbal lock

Quando se utiliza uma sequéncia eizo-dngulo de Fuler pode ocorrer a situagao
que se designa por “Gimbal lock”, também conhecida por blogqueio de Cardano. Um
“Gvmbal” ¢ um dispositivo analogo a um giroscopio, sendo formado por trés anéis, ou
arcos, que se podem movimentar livremente em torno de um eixo, sendo cada um

desses anéis, eles proprios, também designados por gimbals.

Se xyz for um referencial ortonormado com origem no centro de gravidade
de um objeto, podemos fazer corresponder a cada eixo um “gimbal”. O “gimbal”
correspondente ao eixo z representa um arco centrado na origem do referencial e
contido no plano xy. Do mesmo modo, o “gimbal” correspondente ao eixo y e eixo x
representam os arcos centrados na origem do referencial contidos nos planos xz e yz,

respetivamente.

E de notar que, na composta de rotacoes zyx de angulos de Euler apresentada
anteriormente, quando se dd a primeira rotagao, Ry, todos os gimbals se movem.
Quando se efetua a sequnda rotagio, Ry, os gimbals dos eixos y e x rodam. Mas,

com a terceira rotagao, Ry, apenas roda o gimbal deste eixo.

O dispositivo “Gimbal” é usado, por exemplo, nos avides para dar a informagao
ao piloto da orientacao do avido relativamente ao solo. O efeito “Gimbal Lock” ocorre
quando o aviao roda em torno do eixo y segundo o angulo 6 = 7, isto ¢, quando o aviao
aponta para cima (fig. 5.4). Nesta altura os eixos x e z ficam sobrepostos mas com
sentidos diferentes, representando o mesmo eixo e os seus gimbals coincidem perdendo-
se assim um grau de liberdade. E de reparar que o gimbal do eixo x movimentou-se até

ao gimbal do eixo z que se encontrava estatico até ficarem contidos no mesmo plano.
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Neste instante o sistema “bloqueia”, isto é, produz o mesmo efeito quando um objeto

roda em torno dos eixos x e z.

Figura 5.4: “Gimbal lock”
[Imagem tirada do site: http://kyruie.tistory.com/80]

Vamos estudar matricialmente o efeito Gimbal Lock e notar que, de facto, se

perde um grau de liberdade.

T _

2

T

0esinf = sing

Como o angulo 0 = 7, cos = cos 1, entao tem-se que

1 0 0 0 0 —1 cosy siny 0
R=|0 cosp sing 01 0 —siny cosy 0 | =
0 —singp cosy 10 0 0 0 1
0 0 -1

= | sin(p—=9) cos(p—¢) 0
cos (p — ) —sin(p—1¢) 0

representa a matriz composta. Como se nota, esta matriz depende apenas dos angulos
U e .

E de salientar, mais uma vez, que o movimento do avido quando roda segundo
o eixo x (Roll), apesar de mover apenas o seu gimbal, realiza 0 mesmo movimento
como quando o rodamos segundo o eixo z (Yaw), mas que neste caso move todos os
gimbals associados a cada um dos eixos. Note-se, por isso, que como oS €ixos X € z

tém sentidos contrarios que a matriz composta ¢ a mesma quando os angulos ¢ e ¥
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sao simétricos. Isto é, se ¢ = —1), entao

0 0 -1
R=|sin(p—9) cos(p—¢) 0 |=
cos (p —4) —sin(p—1) 0

0 0 —1
sin (—2¢)  cos(=2¢) 0 | =
cos (—2¢) —sin(—2¢) 0

0 0 —1
= | sin(2p) cos(2p) O
cos (2p) —sin(2¢) 0
verificando-se que a matriz composta é a mesma, ou seja, o movimento do aviao é

exatamente o mesmo.

Aqui foi apenas explorado o caso de § = 7 mas é evidente que este fendmeno
também ocorre quando temos o aviao com o nariz apontado para baixo, isto ¢, quando
temos 0 = —7. Para evitar o efeito gimbal lock basta nao aproximar o aviao destes

angulos criticos.

Um conhecido incidente onde esta situacao aconteceu foi na missao a Lua
da Apollo. Um modo de remediar situacoes como estas seria introduzir um quarto
gimbal, mas David Hoag (diretor de desenho técnico do laboratério Apollo), quando

questionado sobre o assunto afirmou’:

The advantages of the redundant gimbal seem to be outweighed by the
equipment simplicity, size advantages, and corresponding implied reliability

of the direct three degree of freedom unit.

Os engenheiros desta missao conscientes de que este problema poderia ocorrer
optaram por usar um indicador que seria acionado perto da inclinacao de 85 graus.
Paul Fjeld explicou que o computador avisou do perigo de ocorrer gimbal lock aos

70 graus e que desligou o “IMU — Inertial Measurement Unit’” aos 85 graus. Este

LA simplicidade do equipamento, as vantagens em termos de tamanho e a correspondente confianca
implicita nos trés graus de liberdade parecia superada relativamente as vantagens em acrescentar mais

um gimbal.
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aparelho eletronico mede e da a informacao da velocidade, orientacao e das forcas

gravitacionais da aeronave.

A partir daquele ponto a nave espacial teve que ser afastada da posicao gimbal
lock manualmente e a plataforma também foi alinhada manualmente utilizando como
referéncia as estrelas. Depois da aterragem do modulo lunar, astronauta Mike Collins

a bordo do Moédulo de Comando, brincou ao dizer “How about sending me a fourth
gimbal for Christmas?” [Wikal2|

Outra solucao para evitar estas situacoes passa por utilizar os quaternioes
unitarios. De facto, qualquer quaternidao unitario esta associado a um operador de
rotagao representando uma rotagao em 3D de um determinado angulo, seja «, em
torno de um eixo com a dire¢ao de um vetor normalizado, por exemplo, u = (uy, uz, us3)

sendo representado por
q = (cos(a/2), uy sin(a/2), ug sin(a/2), ug sin(a/2)).

Intuitivamente, se entende que um quaterniao descreve a rotacdo com um twnico

movimento.

Esta é uma das vantagens de se utilizar quaternioes em comparacao com os trés
movimentos que sao necessarios realizar pelas trés rotagoes sucessivas de angulos de
Euler. Os angulos de Fuler sao, por isso, usados na representacao de rotacoes que sao

adequadamente restringidas a um determinado dominio [Kor68, p. 478|.

Mais & frente neste trabalho iremos falar nas vantagens e desvantagens da

utilizacao das rotacoes de angulos de Euler e dos quaternioes.

5.3 Exemplo do uso de quaternioes em engenharia

aeroespacial

Conseguimos obter a nossa posigao sobre a Terra (latitude e longitude), a hora
e a altitude acima do nivel médio do mar através dos varios satélites artificiais que
giram a volta da Terra e que demoram aproximadamente 12 horas a dar uma volta
completa. Estes satélites enviam continuamente para a Terra ondas de radio. Estas

ondas podem ser captadas por antenas e também por um aparelho que capta estes
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sinais de radio, que se designa GPS (Sistema de Posicionamento Global). Podemos
receber sempre os sinais de cinco a oito desses satélites, em qualquer ponto da Terra. O
aparelho GPS, ao receber pelo menos os sinais de quatro satélites, tem uma calculadora
programada para determinar a latitude e a longitude do local onde se encontra. Os
avioes e os navios estao equipados com receptores GPS. No entanto, os navios tém
sempre um sextante a bordo, por razoes de seguranca, porque a rececao de sinais pelo

GPS depende das condiges atmosféricas [Dil99].

A efeméride orbital de um satélite é uma tabua dos valores da longitude e
latitude da sua localizacao ao longo do tempo. Nesta seccao vamos estudar e deter-
minar num dado momento, usando quaternioes, a efeméride de um satélite artificial
(representado na figura 5.5 pelo ponto R) que orbita proximo da Terra e que se encontra

na vertical de um ponto P na superficie terrestre.

Trajetdria
da
z Orbita

A o =Greenwich

g :,?|'|:|+ A

Figura 5.5: Trajetoria Orbital de um satélite artificial

[Imagem realizada no programa Geogebra)

Consideremos um referencial de referéncia na Terra, XYZ, com origem no
centro da Terra, que designaremos por O. O plano XY é o plano equatorial da Terra.
O eixo dos X's aponta para a Constelacio de Carneiro. A reta OX representa a

linha dos Equindcios (intersecao do Plano Equatorial da Terra e o Plano Orbital da
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Terra), onde o ponto X representa a intersegao da parte positiva do eixo dos X's com
o equador. O eixo dos Z’s é normal ao plano XY e tal que o referencial XYZ tenha

a orientacao positiva.

O ponto na orbita do satélite, que se move do Sul para o Norte, que interseta
o equador, que designaremos por N, é chamado o nodo ascendente. Ao ponto oposto
da oOrbita, onde o satélite se move do Norte para o Sul, e que interseta o equador,
chamamos nodo descendente. A reta que une estes dois pontos, ou seja, a reta ON,
¢ chamada reta dos nodos, que também corresponde & intersecao do plano equatorial
com o plano NOR (plano orbital do satélite) [Dar07].

Nesta seccao vamos usar duas sequéncias eixo-angulo de Euler para determinar
a Efeméride Orbital de um satélite que orbita préoximo da Terra, sugerida por Jack
Kuipers [Kui02, pp. 86-91]. Estas duas composi¢oes serao equivalentes e vamos poder

equacionar os elementos correspondentes e retirar relacoes entre eles.

Vamos comegar por estudar a sequéncia eixo-angulo de Euler (zxz) que alguns
autores referem como a primeira composicao utilizada por Euler no seu trabalho sobre

mecanica orbital.

5.3.1 Composicao orbital de angulos de Euler

Vamos definir a orientacao do plano orbital através da composta zxz de angulos
de Euler, que é conhecida como Composicio Orbital de Angulos de Euler, a partir do
referencial de referéncia na Terra descrito anteriormente. Estes angulos, 2, ¢, v, sao

determinados do seguinte modo:

— A primeira rotacao sera em torno do eixo dos Z’s segundo o angulo Q. Apos

a rotagao, o novo eixo dos X's (X;'s) vai conter o ponto N.

— A segunda rotacdo serd em torno do eixo dos X;'s de angulo ¢. E usual
chamar-se ao angulo ¢ de angulo de inclinagdo do plano orbital. Com esta rotagdo, o
eixo dos Y2's fica contido no plano orbital, plano NOR, e o eixo dos Z;’s seréd normal
a este plano sendo representado na figura pelo eixo OH que corresponde ao eixo de

rotacao da orbita do satélite.

— A terceira rotacdo serd em torno do eixo dos Z's de angulo v. Nesta altura
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vamos ter o eixo dos X3's a apontar para o satélite que orbita, contendo os pontos P
e R.

Concluindo, o referencial orbital tem origem geocéntrica; o eixo dos x’'s contém
o satélite que orbita; o eixo dos z’s é normal ao plano orbital do satélite (tem a diregao
do vetor da velocidade angular orbital do satélite); o eixo dos y’s esta direcionado de
modo a que o referencial tenha o sentido direto e estd contido no plano orbital do

satélite.

5.3.2 Composicao da efeméride orbital

Vamos definir, mais uma vez, a orientacao do referencial orbital, mas agora,
através da composta zyx de angulos de Euler, que é conhecida como Composicao
Aeroespacial de angulos de Euler (ja vista anteriormente), a partir do referencial de

referéncia na Terra descrito no inicio do estudo desta aplicacao.

Vamos definir esta composicao zyx que chamaremos de Composicao da Efemé-

ride Orbital de modo que seja equivalente & composi¢do anterior (zxz - Composicdo
Orbital de Angulos de Euler).

— A primeira rotacao serd em torno do eixo dos Z’s segundo o angulo 0. Apods
a rotagdo, o novo eixo dos X's (X;'s) vai conter o ponto @) (este ponto corresponde a
interseccao da linha do equador com o meridiano que passa pelo ponto P, logo, tém a

mesma longitude).

— A segunda rotacao sera em torno do eixo dos Y;'s de angulo —L. O angulo
L representa a latitude do ponto P. Apds esta rotacdo, o eixo dos Xs's vai conter os
pontos P e R e o eixo dos Y;’s continua no plano equatorial. Repare-se que, como

esta rotacao tem sentido contrério a orientacao do referencial o angulo é negativo.

— A terceira rotacao serd em torno do eixo dos Xs's segundo o angulo o. Com
esta rotacao o eixo dos Y3's fica contido no plano NOR e o eixo dos Zs's é normal
a este plano representado, uma vez mais, na figura pelo eixo OH que corresponde ao

eixo de rotagao da orbita do satélite.

Com esta sequéncia eixo-angulo de Euler (zyx - Composicao da FEfeméride

Orbital) obtivemos, uma vez mais, a orientacao do referencial orbital do satélite, que
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é equivalente a sequéncia eixo-angulo de Euler (zxz - Composi¢ido Orbital de Angulos
de Euler).

5.3.3 Analise quaternidnica

Em primeiro lugar, vamos clarificar o significado dos angulos que estao envol-
vidos nas duas composic¢oes de rotacoes de angulos de Fuler apresentadas nas seccoes

anteriores, antes de realizar o estudo quaterniénico:

e () — angulo segundo o centro da Terra vé a constelagao de Carneiro e o ponto
N;
e . — angulo de inclinacdo do plano orbital do satélite (angulo formado pelos

planos equatorial da Terra e orbital do satélite);

e v — angulo NOR (v = wyt, onde wy representa a velocidade angular);

o= N+ X\

Ao — angulo formado pelo eixo dos X's com OG, sendo G a intersecao do equador

com o meridiano de Greenwich ;

A — longitude da efeméride orbital (longitude do ponto P);

L — latitude da efeméride orbital (latitude do ponto P);

e o — angulo da direcao do caminho da efeméride ou angulo do movimento orbital.

Os parametros v, o, L e a dependem do tempo e das velocidades angulares das orbitas
da Terra e do satélite. No entanto, neste estudo quaterniénico vamos apenas abordar
as relacoes existentes entre os parametros da efeméride A\, L e o e os parametros

orbitais €2, ¢ e v, que sao conhecidos.

Vamos comecar por representar os quaternioes apropriados para a Composicao
Orbital de Angulos de Euler, a saber

2,0 — — + ksi =
q-.0 cos2+ sin 5

L .. L
Qz, = COS = +18In —

2 2
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Y tksinZ
., = COS — sin —.
e 2 2

O produto quaternionico que representa o operador rotacional Ly, , ., desta
composicao é dado por:

Q L v Y L. V+
z oYz — - - — — SIln — — S1n —
4209z, 9z, Cos2cos2cos2 S 200325 5

4 Q V+,Q,L,V+
i { cos 5 sin g cos o +sin o sin o sin

L v Q L v

Q
+j (— cosgsingsing + singsingcos 5) +

Tk Q L. v L Q L v
€OS — €OS — sin — + sin — cos = cos = | .
2 2 2 2 2 2
De seguida, vamos fazer a mesma andlise quaternionica para a Composicao da

Efeméride Orbital comecando por representar os quaternides associados as rotacoes

desta composta, que sao

o . O
oo = cos§+ksm§,
. .. L
Qy—L = qy,chosg—‘]smg
a—i—isina
= CO0s— —.
Gz,0 5 5

O produto quaterniénico que representa o operador rotacional L desta

qz,0 q;,LQx,a
composta é dado por:
o L « o L «

* . . .
Q20,1,92,c = COS—= COS— COS— — Sl —sin —sin — +
7y L 2 2 2 2772779

4 o L . oz+ o . L n
i cos = cos —sin — + sin — sin — cos
5 5 11r12 1112 1112
« o L

L
+j (sin % cos 3 sin 3~ cos ) sin 3 cos E) +

S MR

. O L o c . L . «
+k [ sin = cos — cos — + cos — sin — sin — | .
2 2 2 2 2 2

Como as compostas de rotacdo Orbital de Angulos de Euler e Efeméride Orbital

sao equivalentes, entao sabemos que

*
qz,0 Qy,L Q.o = 49204z,09z,0-
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Antes de equacionarmos as componentes correspondentes vamos fazer uma sim-
plificacao de modo a tornar os calculos mais simples. Vamos comecar por multiplicar
ambos os membros, pelo lado esquerdo, da equagao anterior por ¢} ., obtendo uma

equacao equivalente, a saber,

* %
Qy,L de,a0 = qz,g q:04z,09z,v-

De seguida, considerando 2 — o = v, podemos ainda escrever

QZ,L Qo = 4z 9z, Qz0-

A partir desta equacao igualando as correspondentes componentes, obtém-se

varias relacoes, como

. L a+, L o .. L a+k. L «
r.cc. — COS — COS — 1COS — SINn — — ] S1n — COS — SN — S1in —
y.r e, 9 973 g S TS Oy 5 M3
e
L v WY L y+
oY/ — COS — COS — — Sin — cos — sin —
40 9o 9, 575 (085 €085 g ORIy
L V+ (0 L v n
COS_SIH—COS— Sln—sm—sm—
g S5 €085 g Mg Sy
N v Y L v n
Sln_Sln—COS —_ — COS_SIH—SIH—
] 2 2 g Sy

Lk v n Y L v
sin — cos L cos L 4 cos £ cos < sin =
2 2 2 2 2

vamos obter as equagoes

cosgcos% = cos%cos 1/2@07 (5.27)
L . o v — (5.28)
cos 7 sinl o = sin o cos ——, :
I _
sin ) COS% = sin % sin = 5 (5.29)
e
L
sin 3 sin % = cos % sin ; v (5.30)

Vamos usar estas quatro equacoes para obter as expressoes a partir das quais

os parametros A, L e o podem ser determinados. Se dividirmos a equagao (5.30) pela
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equagao (5.29) e a equagdo (5.28) pela equacdo (5.27) obtém-se, respetivamente, as

igualdades
ey
a (  sin ¥
tan ) tan — = — Vzw (5.31)
sin %5
¢ ¥
tan g cos S
2 _ 2
ant T aosTtE (5.32)

2 2

Obtivemos assim duas equacoes que envolvem os valores a, ¢, v e 1. De seguida,
eliminando o parametro «, dividindo a equagao (5.31) pela equagao (5.32), obtém-se

o resultado _
fap? L Sin (v+)
2 sin(v—1)

que, se substituirmos ¢ por 2 — o e efetuarmos alguns calculos usando o coseno da

soma e diferenca, o seno da soma e diferenca e as identidades trigonométricas

. 9L 1 —cost
sin® — = ———
2 2

ot 1+cost
cos” = = ——,
2 2

é equivalente & equacao

tan () + tanv cos ¢
tano = (5.33)
1 —tanQtan v cost

Como o0 = Ay + A, o parametro da efeméride orbital A\, que corresponde a

longitude do ponto P, fica determinado.

De seguida, e de modo analogo, dividindo a equacao (5.30) pela equacao (5.27)

e a equacao (5.29) pela equacao (5.28) obtém-se, respetivamente, as igualdades

L
tan 5 tan % = tan (#)

tan £ v—1
2
= tan .
tan § ( 2 )

2

Finalmente, multiplicando e dividindo as duas equacoes anteriores, obtém-se as
equacoes que vao determinar os parametros da efeméride orbital, respetivamente, L

(latitude do ponto P) e a (angulo da dire¢do do caminho do satélite), nomeadamente

tanzg = tan (V—gd}) tan (V;d}) (5.34)
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(5.35)

Repare-se que nestas equacoes ja temos o valor de ¢ = ) — ¢ uma vez que o
ja foi determinado a partir da equagao (5.33). Com as equagoes (5.33), (5.34) e (5.35)
conseguimos determinar uma tabulacao da efeméride de um satélite que orbita préximo
da Terra. Sabemos, no entanto, que estas equacoes nao determinam valores tinicos para
os angulos A\, L e a, mas as ambiguidades existentes sao facilmente ultrapassadas se

atendermos aos dados ja conhecidos.

5.4 Exemplo do uso de quaternioes em astronomia

Durante milénios persistiu a concecao geocéntrica do Universo, em que a Terra
se encontrava imovel no centro de uma esfera em cuja superficie estavam localizados
e estaticos todos os astros. A esta esfera, que rodava em torno da Terra, chamou-se
Esfera Celeste (fig. 5.6). Este conceito continua a ser muito ttil em Astronomia, como
uma referéncia abstrata. Aparentemente, com a rotacao da Terra sobre o seu eixo,
que tem a duracao de um dia, a Esfera Celeste com os seus astros, em particular o Sol,
parece girar no sentido Este-Oeste, visto que a Terra gira no sentido Oeste-Este. Se
marcarmos durante um ano sobre a Esfera Celeste a posicao do Sol ao meio-dia, este
vai descrever uma circunferéncia, inclinada 23° 30’ em relacao ao equador da Esfera
Celeste (os planos dos equadores da Esfera Celeste e da Terra coincidem). Esta orbita
aparente do Sol na Esfera Celeste chama-se eclitica. A inclinacao da eclitica ¢é igual
& inclinacao que o plano da orbita da Terra faz com o seu eixo Pélo Norte-Polo Sul.
A orbita da Terra esta num plano e o eixo norte-sul esta inclinado 23,5° em relacao a
esse plano e aponta sempre na mesma direcao. O plano orbital da Terra e o plano da

eclitica sdo coincidentes [Dil99].

Se a Terra girasse a volta do seu eixo perpendicularmente ao plano da eclitica,
ou seja se a inclinacao fosse de 0°, todos os dias e noites teriam a mesma duracao de
12h, seria um eterno equinocio (os planos do equador e da eclitica coincidiriam) e ndo

existiriam estagoes do ano [Mil03, p. 32]. Como se pode ler em [Dil99, p. 18|:

E no dia 21 de Marco aprozimadamente ao meio-dia, no ponto em que o
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Polo Norte Celeste

Equindcio Ecliptica '
de setembero g Solsticio
: de junho

i —

Equador
Celeste

Solsticlo

de dezembro Equindcio

de margo

Pélo Sul Celeste

Figura 5.6: Esfera Celeste
[Imagem do site: http://estrelasideral.blogspot.pt/2010/11/movimentos-da-terra.html]

equador cruza o meridiano de Greenwich, que o Sol, no seu movimento
aparente em torno da Terra, cruza o equador Celeste. FE a partir desse
instante que os reldgios sao acertados, que se contam os dias, as noiles e

as épocas do ano.

E a rotacao da Terra em torno do seu eixo que origina a sucessao dos dias e das noites,

enquanto que a translacao da Terra em torno do Sol determina as estacoes do ano.

Da observacao do céu podemos constatar que tanto o nascer do Sol como o
por do Sol nao ocorrem diariamente nos mesmos pontos do circulo do horizonte,
que a duracao do deslocamento do Sol é diferente dia apos dia, assim como a altura
méaxima que ele atinge. Nesta seccao mostramos como obter alguns resultados muito
interessantes que permitem determinar esses pontos, a duracao do dia e a referida

altura maxima do Sol, usando operadores quaterniénicos de rotacao.

Antes de avancar neste estudo podemos realcar que no Equador todas as es-
tacoes sao muito parecidas: todos os dias do ano o Sol fica doze horas acima do
horizonte (dia) e doze horas abaixo do horizonte (noite), variando apenas a altura que
o Sol atinge ao longo do ano. A medida que nos afastamos do Equador, as estacoes

ficam mais acentuadas. Na regiao tropical, entre as latitudes -23,5° e +23,5°, o Sol
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passa pelo zénite duas vezes por ano. No Tropico de Cancer (latitude 23,5°) o Sol
passa apenas uma vez pelo zénite no Solisticio de Junho, e no Trépico de Capricornio
(latitude -23,5°) o Sol passa apenas uma vez pelo zénite no Solisticio de Dezembro.
Fora desta regiao o Sol nao passa pelo zénite. Nos pontos acima e abaixo dos circulos
polares Artico (latitude 66,5°) e Antartico (latitude - 66,5°), o Sol permanece 24 horas

acima do horizonte no verao e 24 horas abaixo do horizonte no inverno [FS12].

Note-se que, Lisboa que tem de latitude 38,7° em nenhuma altura do ano ao
meio dia o Sol estara por cima de Lisboa, isto é, o Sol nunca terd um angulo de elevacao
de 90°.

Para estudar estes assuntos vamos considerar a figura 5.7 que representa, num
certo instante, o ponto S da superficie da Terra que tem o Sol na sua vertical. Note-se

que este ponto pertence & regiao tropical.

‘Z

Y
P
A
L O Linha S
Terra-Sol =
Flano Ls a
X da Y

| Eclitica

FPlano B
oA . he

Equatorial

Figura 5.7: Planos da eclitica e do equador da Terra

[Imagem realizada no programa Geogebra|

Vamos utilizar o j& conhecido referencial XYZ fixo e cuja origem O é o centro
da Terra. O plano XY ¢é o plano equatorial da Terra. O eixo dos Z’s é normal a
este plano e tem o sentido Norte da esfera terrestre, ou seja, é o eixo de rotacao da
Terra. O eixo dos X's esta direcionado para a Constelacio de Carneiro. O ponto X

representa a intersecao da parte positiva do eixo dos X’s com o equador. A reta OX
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representa a linha dos Equindcios (intersecdo do Plano Equatorial da Terra e o Plano
Orbital da Terra). Sejam P um ponto da Terra no hemisfério Norte de latitude L,
A a intersecao do equador com o meridiano que passa por P e A\ o angulo formado
pelo eixo dos X’s com OA. Os pontos A e P tém a mesma longitude. Seja XOS o
plano orbital da Terra que coincide com o plano da eclitica. O angulo ¢ é o angulo
da inclinacao que este plano faz com o plano equatorial da Terra tendo, por isso, a
amplitude de 23° 30 minutos. A latitude de S é o angulo Lg, e \g representa o angulo
formado pelo eixo dos X's com OB, sendo B a intersecao do equador com o meridiano
que passa por S. Os pontos B e S tém a mesma longitude. O angulo €2 é o angulo
XOS e define a posicao do Sol no plano da eclitica, por isso da-nos o dia do ano. O
angulo 6 representa a distancia, em radianos, do circulo maximo entre os pontos P e
S e o angulo ¢ como mostra na figura é o angulo que nos da a direcao relativamente

ao Norte do nascer e por do Sol.

A partir deste ponto, o trabalho reside em relacionar estes angulos através de
trés sequéncias fechadas de rotagoes sugeridas por Jack Kuipers [Kui02, pp. 222-233| e
obter equacoes que vao determinar o niimero de horas de dia e as direcoes do nascente
e poente, em qualquer dia do ano, para um dado ponto P(A, L), na Terra, definido
pelo angulo 2. Convém referir que os angulos que sao mencionados ao longo desta
apresentacao sao em funcao do tempo. Estamos a analisar um determinado instante,
no entanto, a Terra roda em torno do seu eixo, assim como roda em torno do Sol numa

trajetoria elitica.

5.4.1 Resultados a partir da sequéncia fechada de rotagoes (1)

Vamos considerar uma composicao de sete rotacoes de angulos de Euler com
uma ordem propria que val representar a identidade. O eixo dos x’s val conter
sucessivamente os pontos X, S, P, A, por esta ordem, comecando no ponto X (ponto
onde o eixo positivo dos x’s interseta o equador) e regressando a ele na ultima rotacao.
A concatenacao destas rotacoes é uma sequéncia fechada, isto é, o referencial rodado
Xyz apos a composi¢ao de rotagoes ira coincidir outra vez com o referencial XYZ (fixo

na Terra), coincidindo com este inicialmente, mantendo-se a orientagao.
Seguidamente, vamos descrever as rotagoes que fazem parte desta composicao.

— A primeira rotacdo é em torno do eixo dos x’s coincidente com o eixo dos
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X'’s segundo o angulo ¢, que representamos por R”. Apds esta rotacao o eixo dos y's
que antes estava contido no plano equatorial agora esta contido no plano da eclitica

passando pelo paralelo do Tropico de Cancer.

— A segunda rotacdo é em torno do novo eixo dos z’'s segundo o angulo
2, indicada por R§. Com esta rotacdo o novo eixo dos x’s vai conter o ponto S e

corresponde a vertical do lugar do ponto S.

— A terceira rotacao é em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo «, de
modo que o novo eixo dos y’s seja normal ao plano POS. Esta rotacao é caraterizada

por RZ. I de notar que apés esta rotagio os planos POS e xz sdo coincidentes.

- A quarta rotacdo é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo 6,
representada por Rj. Esta rotagao fara com que o novo eixo dos x’s seja a vertical do

lugar do ponto P.

— A quinta rotagao é em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo —,
representada por R” ;. Note-se que, o angulo desta rotagao € negativo, a orientagao é
contraria a orientacao positiva do referencial. A rotacao fard com que o novo eixo dos

z's tenha a direcao Norte e o novo eixo dos y’s regresse ao plano equatorial.

— A sexta rotacao é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo L. A
representacao desta rotagao ¢ dada por RY. Com esta rotacdo o novo eixo dos x’s
volta ao plano equatorial (passa pelo ponto A) e o novo eixo dos z’s ja coincide com

o eixo dos Z's.

— A sétima rotacao, a ultima das rotacoes desta composicao, fara coincidir o
referencial rodado xyz com o referencial fixo na Terra XYZ. Esta rotacao é em torno
do eixo dos z’s segundo o angulo —\, representada por R*,. O angulo desta rotagao
é negativo, a orientacao é contraria a orientacao positiva do referencial. Os eixos dos
x’'s e dos y’s voltam a coincidir com os eixos dos X's e dos Y's, respetivamente,

mantendo-se a mesma orientagao.

Como se verifica, esta composicao de rotacoes é fechada, isto é,
Ry o Rj o R'yoRjoR,oRgo0R =1I
0 que ¢ equivalente a

RéoRfoRi)\oRiowaoRzoRizj,
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Note-se que, iniciAmos a composi¢ao com a rotacao R? e mantivemos a ordem das
rotacoes, podemos fazé-lo porque a sequéncia é fechada. Se aplicarmos o vetor i a
ambos os membros da igualdade anterior, poderemos eliminar a rotacao de angulo «
da composicao. O vetor i tem a dire¢do do eixo de rotagao e é invariante para esta

rotacdo, logo R%(i) = i e podemos escrever
Ry o R o B2, 0 RY o RY, o RYJ(i) =i

que equivale a

[R*, o Ry (i) = [RY, o R; o R", o R*g](i).
Podemos ainda escrever, usando operadores quaterniénicos,

qu,e Ty 2 (1) = Lq;ﬂg A PN (1)

ou seja

* * . * * * * * e % * *
(@0 G) Tayo Gy = (G G tr 1) 10 @ e €1

A partir desta equacao, igualando as correspondentes componentes, obtém-se

varias relacoes.

Assim, de

(qyﬂ q;w)* iy Gy =1icost — jsinysinf + kcosysin

e
(o oy Gen Gy)” 1020 00, G @y =
=1i(cos L cos A cosQ + cos L cos ¢t sin Asin €2 + sin L sin ¢ sin ) +
+j (costcos Asin 2 — sin A cos ) +
+k (cos Lsin ¢ sin € — sin L cos A cos 2 — sin L cos ¢ sin A sin §2)
resultam
cosf = cos L cos A cos € + cos L cos ¢ sin Asin € + sin Lsin ¢ sin €2, (5.36)
—sinysinf = cos ¢ cos Asin 2 — sin A cos 2 (5.37)
e

cossinf = cos Lsin¢sin 2 — sin L cos A cos €2 — sin L cos ¢ sin A sin 2 (5.38)
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Vamos usar estas trés equacgoes para obter as expressoes a partir das quais os

parametros 6 e ) podem ser determinados em funcao dos parametros L, ¢, 2 e A

A equagdo (5.36) determina o angulo 6 e, dividindo a equacdo (5.37) pela
equagao (5.38), obtém-se a equacao

tan 2 costcos A — sin A

tan1) = (5.39)

tan Q) (— cos Lsin¢ + sin L cos csin \) + sin L cos A~

que determina o angulo .

A partir desta altura, vamos considerar apenas os pontos P que estao entre os

circulos polares Artico e Antartico, isto é, a latitude L de P é tal que
s
Ll <5~
2

s

e, também vamos considerar que ¢ = 7, isto ¢, estamos a considerar que no ponto S

¢ meio dia e no ponto P o Sol estd a nascer ou a por-se.

Como cos = 0 podemos escrever a partir da equacao (5.36) que

cos 2 cos A + sin ) cos ¢ sin A
tan L = — .

(5.40)

sin 2sin ¢
A partir desta equacao podemos obter dois valores para o angulo A que corresponde

a0 nascer e ao por do Sol para um ponto de latitude L tal que
<.,
2

sabendo que ¢ = 23, 5° e, escolhido o angulo €2 que define a estacao do ano. De facto,

a equacao anterior é uma equacao quadratica em sin A\, que quando resolvida d&
A = arcsin (—B + VB2 + C’) (5.41)

onde )
tan“ () sin ¢ cos¢tan L

1+ tan? Qcos? ¢

B 1 — tan? Qsin? ctan? L

1+ tan? Qcos? .

360°

24h), se subtrairmos os dois

Como a Terra roda, em média, 15° por hora (
valores de A (correspondentes ao nascer e por do Sol) e dividirmos o resultado obtido
por 15°, vamos determinar o nimero de horas de dia do ponto P. Estes valores de A
vao ser substituidos e usados para determinar os dois angulos de ¥ na equacao (5.39)

e que nos vao dar as direcoes relativas ao Norte para o nascer e o por do Sol.
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5.4.2 Resultados a partir da sequéncia fechada de rotagoes (2)

Vamos considerar uma outra composicao de sete rotacoes de angulos de Euler
com uma ordem proépria que também vai representar a identidade. Esta composicao
vai fazer passar o eixo dos x’s a partir do ponto X pelos pontos A, P, S, B, A, por esta
ordem, regressando ao ponto X na tdltima rotagdo. A concatenacao destas rotacoes é
uma sequéncia fechada, onde o referencial rodado xyz apds a composicao de rotacoes
ird coincidir de novo com o referencial XYZ (fixo na Terra), coincidindo com este

inicialmente, mantendo-se a orientacao.
Sao descritas de seguida as rotacoes que fazem parte desta composicao.

— A primeira rotacdo é em torno do eixo dos z’s coincidente com o eixo dos
Z's segundo o angulo A\, que representamos por R3. Apos esta rotacdo o eixo dos x's
vai conter o ponto A que representa a intersecao da linha do equador com o meridiano

que passa pelo ponto P (os pontos A e P tém a mesma longitude).

— A segunda rotagdo é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo —L,
indicada por RY ;. O angulo desta rotacdo é negativo, a orientacao é contraria a
orientacdo positiva do referencial. Com esta rotagdo o novo eixo dos x’s vai conter o

ponto P e representa a vertical do lugar do ponto P.

— A terceira rotacdo é em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo —).
Esta rotagao é caraterizada por R” . Mais uma vez o sentido da rotagao € negativo.
Antes desta rotagdo, o eixo dos y’s estava na interse¢do do plano equatorial com o
plano tangente a Terra no ponto P, logo, estava com a direcao do vetor tangente ao
paralelo do lugar do ponto P e consequentemente o eixo dos z’s tinha a direcao do
vetor de direcdo Norte no ponto P. Apos a rotacao o novo plano zx vai conter a reta

OS e o eixo dos z’s aponta para o ponto S.

~ A quarta rotacdo é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo —6,
representada por RY,. De novo este angulo tem que ser negativo. Esta rotacao fara

com que o0 novo eixo dos x’s contenha a reta OS e seja a vertical do lugar do ponto S.

— A guinta rotagao sera em torno do novo eixo dos x’'s segundo o angulo «,
tal que o novo eixo dos z’s tenha a mesma direcao do vetor que tem a direcao Norte a
partir do ponto S. Esta rotagao também faz com que o eixo dos y’s regresse ao plano

equatorial. Esta rotagao é representada por R%.
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— A sexta rotagdao é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo Lg. A
representacao desta rotacao ¢ dada por R%S e Lg representa a latitude do ponto S.
Com esta rotagao o novo eixo dos x’s volta ao plano equatorial (passa pelo ponto B)

e 0 novo eixo dos z’s ja coincide com o eixo dos Z's.

— A sétima rotacdo, a ultima das rotacoes desta composicao, fara coincidir
o referencial rodado xyz com o referencial fixo na Terra XYZ. Esta rotacao serd
em torno do eixo dos z’s segundo o angulo —Ag, representada por R*, . O angulo
desta rotacao é negativo, a orientacao é contraria a orientacao positiva do referencial.
Os eixos dos x’s e dos y’s voltam a coincidir com os eixos dos X's e dos Y's,

respetivamente, mantendo-se a mesma orientagao.

Como se verifica esta composicao de rotacoes é fechada correspondendo a

identidade, isto é,

Ry, o R} oRjoRyoR' oR' oR{=1I

que é equivalente a

RzieORf¢OR?iLORZ_JOR%SORx:L

«

Inicidimos a composicao com a rotacao RY mantendo a ordem das rotacoes e substi-

tuimos A — Ag por —o.

Podemos eliminar, mais uma vez, a rotacao de angulo o da composicao se

aplicarmos o vetor i a ambos os membros da igualdade anterior e escrever
Ry 0 RE, 0 RV, o R, o RY](i) =i
que equivale a
y Yo1(3) — Y1 (3
[RY, o RZ, o Ry J(i) = [Ry o Rg](i).
Podemos ainda escrever, usando operadores quaterniénicos

L

4y,0 9z, (i) = LQy,LS q;“,g q;ﬂL (i)
ou seja

(qy79 qI?"Z})* iqy79 qgﬁﬂ/f = (qy7LS q:,a q;,L)* iqyaLS q:,a q’;;L'

A partir desta equacao, vamos igualar as correspondentes componentes e obter

varias relagoes.
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Como

(Qy.0 Q)™ 14y @y = icos + jsintsind + kcosysind

(quLS q:’g q;L)* iqyr, q:’O_ q;L =1i(cos Lcosocos Lg + sin Lsin Lg) +
+j (sinocos Lg) + k (—sin Lcos o cos Lg + cos Lsin Lg) ,

vamos obter as equacgoes

cos) = cos L coso cos Lg + sin Lsin Lg, (5.42)
sinsin = sin o cos Lg (5.43)

e
cossinf = —sin L cos o cos Lg + cos Lsin Lg (5.44)

Vamos usar estas trés equacoes para obter as expressoes a partir das quais os

parametros 6 e 1) podem ser determinados em funcao dos parametros L, 0 = A\, — A e
Lg.

A equagdo (5.42) determina o angulo 6 e se dividirmos a equagao (5.43) pela

equagao (5.44) vamos obter a equagio que vai determinar o angulo 1, a saber

sin o

tan) = (5.45)

cos Ltan Lg — sin Lcoso

Podemos analisar, do mesmo modo, a partir desta altura, apenas os pontos P

em que a sua latitude L é tal que |[L| < 7 — ¢ e, também considerar que o angulo

0 = 3, isto é, considerar que no ponto S é meio dia num dia que o Sol estd no zénite

de S e no ponto P estd a nascer ou a se por o Sol.

Como cos = 0 podemos escrever a partir da equacao (5.42) que

(5.46)

A partir desta tltima equagao, podemos obter dois valores para o angulo A
que vao corresponder ao nascer e ao por do Sol para um ponto de latitude L tal que

|L| < % — ¢, sabendo que ¢ = 23,5° e, escolhida a latitude de S, o angulo Lg.
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A equacao anterior é equivalente a

A = Ag — arccos (—tan Ltan Lg) . (5.47)

De igual modo, se subtrairmos os dois valores de A (corespondentes ao nascer e
por do Sol) e divirmos por 15° vamos determinar o nimero de horas de dia do ponto
P. Estes valores de A também podem ser substituidos e usados para determinar os
dois angulos de 1 na equagao (5.45) e que nos vao dar as dire¢oes relativas ao Norte

para o nascer e o por do Sol.

Ainda, a partir da equagao (5.42) se substituirmos o angulo ¢ = Ag — A por

o — t, introduzindo o efeito de rotacao da Terra, podemos escrever

cos® = cos Lcos (0 —t) cos Lg + sin Lsin Lg

)

cos = (coso cost + sinosint) cos L cos Lg + sin Lsin Lg. (5.48)

Para o momento que estamos a analisar, vamos considerar que ¢t = 0 para o
nascer do Sol. Se sustituirmos ¢ por zero e 6 por 7 podemos determinar coso a partir

da equacao (5.48), obtendo

sin Lsin Lg
= 5.49
cosa cos L cos Lg (5.49)

e também o valor de sin o se usarmos a lei fundamental da trigonometria e sustituirmos

o coso pelo resultado obtido na equagao (5.49), ou seja

, v/cos (L — Lg) cos (L + Lg)
= ) 5.50
S cos L cos Lg ( )

De seguida, se substituirmos na equagao (5.48) os resultados obtidos nas equa-

coes (5.49) e (5.50) dos valores de coso e sino, podemos escrever

cosf = sint y/cos (L — Lg) cos (L 4+ Lg) + (1 — cost) sin Lsin Lg

que equivale a

180°
6(t) = arccos [sint\/cos (L— Lg)cos(L+ Lg) + (1 —cost)sin Lsin Lg| (5.51)
m

€,

B(t) =90° — 0(t) (5.52)
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corresponde ao angulo de elevacao do Sol no local P da Terra em funcao de ¢t que estéa
aqui representado em radianos sendo por isso necessario fazer depois a sua conversao

para horas, isto é, basta multiplicar por
15 x 180°

™

E de notar, que o angulo maximo de elevagao do Sol num ponto P na regiao
dos tropicos, serd ao meio dia do dia em que o Sol se encontra no zénite de P sendo,

neste caso, # = (0° e o angulo de elevacao do Sol ao meio dia de g = 90°.

5.4.3 Resultados a partir da sequéncia fechada de rotagoes (3)

Esta composicao terd apenas cinco rotagoes de angulos de Euler com uma
ordem propria que também vai representar a identidade. O eixo dos x’s vai passar
pelos pontos X, S, B, A, por esta ordem, comecando no ponto X e regressando a ele
na udltima rotacao. A concatenacao destas rotacoes é uma sequéncia fechada, onde
o referencial rodado xyz apo6s a composicao de rotacoes ird coincidir de novo com o
referencial XYZ (fixo na Terra), coincidindo inicialmente com este, mantendo-se a

orientacao.
De seguida, descrevem-se as rotagoes que fazem parte desta composicao.

— A primeira rotagao é em torno do eixo dos x’s coincidente com o eixo dos
X'’s segundo o angulo ¢, que representamos por R”. Apds esta rotacao o eixo dos y's
que antes estava contido no plano equatorial, agora estia contido no plano da eclitica
passando pelo paralelo do Trépico de Cancer e consequentemente o novo plano xy é

o plano da eclitica.

— A sequnda rotagdo é em torno do novo eixo dos z’'s segundo o angulo
2, indicada por R§. Com esta rotagdo o novo eixo dos x’s vai conter o ponto S e

corresponde a vertical do lugar do ponto S.

— A terceira rotacao é em torno do novo eixo dos x’s segundo o angulo « de
modo que o novo eixo dos y’s regresse ao plano equatorial. Esta rotacao é caraterizada

por RY.

— A quarta rotagdo é em torno do novo eixo dos y’s segundo o angulo Ly,

representada por RY . Com esta rotacao o novo eixo dos x’s volta ao plano equatorial
Lg
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(passa pelo ponto B) e o novo eixo dos z’s ja coincide com o eixo dos Z’s. Os pontos

S e B tém a mesma longitude.

— A quinta rotacao, a ultima das rotacoes desta composicao, fara coincidir
o referencial rodado xyz com o referencial fixo na Terra XYZ. Esta rotacao ¢ em
torno do eixo dos z’s segundo o angulo —\,, representada por R?, . O angulo desta
rotagao é negativo, é oposto a orientacao usual do referencial. Apos a rotagao, os eixos
dos x's e dos y’s voltam a coincidir com os eixos dos X's e dos Y's, respetivamente,

mantendo-se a mesma orientacao.

Como se verifica esta composicao de rotacoes é fechada correspondendo a
identidade, isto é,
z Y x z T
Rz, o R} o R, o Ryo R =1

que é equivalente a
z T ¥4 Y T __
RO o Rl o RZ, o Ry o R, =1
Inicidmos a composigao com a rotagao R mantendo a ordem das rotagoes.

Podemos eliminar, da mesma maneira, a rotacao de angulo o da composicao se

aplicarmos o vetor i a ambos os membros da igualdade anterior e escrever
F4 X z Yy o\
[RG o Ry o RZ, o Ry J(i) =i

que equivale a

[RZ,, o Ry 1() =[R, o RZ5] (1)

_, -
Podemos ainda escrever, usando operadores quaterniénicos

qu,Ls q;)\s (i> = Lq:’Q q::,L (i) )

ou seja,

(2. ©5.) T ayr. Gn, = (Co @) 1o,

A partir desta equacdo vamos igualar as correspondentes componentes e obter

vérias relagoes.

Como

* o . o . .
(Qy,LS q, /\S) iqyr, g, =icosAgcos Ly + jsinAgcos L, + ksin L
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( q;’b)* iq.qq,, =icos{+jcosesin() + ksin¢sin ()

vamos obter as equagoes

cos 0 = cos \g cos Ly, (5.53)
sin \; cos L = cos ¢ sin €2 (5.54)

e
sin Ly = sin ¢ sin (2. (5.55)

A equacao (5.53) determina o angulo 2, dados os angulos A\, e L, e, a partir

dos angulos ¢ e Q a equacdo (5.55) determina o angulo Ls.

Podemos, ainda, dividir a equacao (5.54) pela equacao (5.53) e obter

tan Ay = cos ¢ tan (2 (5.56)
e como
sin L, sin A sin ¢ sin €2 sin A
tan Ly = 2T = : ® = tan ¢sin A,
cos L, sin A, cos ¢ sin €2
obtemos ainda a seguinte equacao
tan Lg = tan¢sin ;. (5.57)

A partir da equacdo (5.56) podemos ainda escrever, considerando que p = 2 — Ag

tan2 —tan g (1 —cost)tan()
l+tanQtan g 1+ cosctan?Q)’

tan = (5.58)

Se desenharmos o grafico paramétrico dos pontos (i, Lg), onde

(1 —cost)tan )
1+ cos ¢ tan® Q)

[ = arctan {

Lg = arcsin (sin ¢ sin 2)

(as equacgoes apresentam-se na figura 5.8), considerando inicialmente 2 = 0 e a tender
para 27, vamos obter uma figura que se parece com o nimero oito que se denomina
de analemma como se mostra na figura 5.9 que foi desenhada no programa Wolfram
Mathematica 6.0.
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pfa g == #* ArcTan[ ((1 - Co=[23.5Degree]) * Tan[2 Degree]) /
Degree
(1l +Cos[23.5Degree] * Tan[2 Degree] * Tan[2 Degree]) ]
Lg[2] := * Arc8in[8in[23.5 Degree] * Sin[2 Degree] ]

Degree

Figura 5.8: Equagoes

ParametricPlot[{u[Q], L:[2]}, {2, 0, 360}, AspectRatic - 2,

AxesLabel -+ {"u (graus)", "Lg (graus)"}]
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Figura 5.9: Grafico Analemma

Esta figura representa o lugar dos pontos, desenhados no céu, em que o Sol
se encontra ao meio dia no seu zénite, ao longo de um ano, num local na superficie

terrestre representado, neste caso, pelo ponto S.

Note-se que u = 0 quando 2 = \g. Esta situacao acontece nos dias dos equi-
nocios de Marco e Setembro quando 2 = Ag = 0° e Q = Ag = 180°, respetivamente,
sendo Lg = 0°. E, nos dias dos solisticios de Junho e Dezembro quando 2 = A\g = 90°

sendo Lg = 23,5° € ) = A\g = —90° sendo Lg = —23,5°, respetivamente.

Também podemos verificar que o movimento do Sol ao meio dia do local S

esta representado no primeiro quadrante, do equinécio de Marco para o solisticio de
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Junho; no segundo quadrante, do solisticio de Junho para o equinécio de Setembro; no
quarto quadrante, do equinocio de Setembro para o solisticio de Dezembro; no terceiro
quadrante, do solisticio de Dezembro para o equinécio de Marco formando a figura

que se assemelha ao nimero oito. Estes cdlculos estao apresentados de seguida nas
figuras 5.10.

K101 i

B 0

L:10] Ls[180]
0 0

HI45] Ki223]
2.47731 Zs e
L;[45] Ls[225]
16.3771 -16.3771
u[135] u[315]
-2.47731 -2.47731
Lg[135] Lg[313]
16.3771 -16.3771

Figura 5.10: Calculos

Esta figura s6 serd simétrica a partir de um local entre os tropicos e nos outros

locais formara um ntmero oito assimétrico.

A forma do analema depende da hora. Cerca do meio-dia local, a forma de oito

¢ quase vertical em relacdo ao meridiano [Ayi09).

5.4.4 Analise de um caso particular do local: Lisboa

Nesta seccao, vamos usar as equacoes obtidas nas sequéncias anteriores e a
ajuda preciosa do programa Wolfram Mathematica 6.0. para analisar o caso
particular de Lisboa que sabemos tem de latitude 38,7° e de longitude - 9,1(6)° e tirar

alguns resultados interessantes.

Reacalmos que, este trabalho foi feito a partir das condicoes iniciais deste
estudo, isto ¢, baseando-nos na figura inicial e no referencial fixo na Terra apresentado

nessa figura.

Vamos ver, em primeiro lugar, para um local da Terra de latitude de 38,7° a
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variacao do angulo de elevagao do sol nos dias dos equinécios e solisticios.

Poderemos também deduzir a duracao do dia e da noite nesses dias.

Equinécios de marcgo e de setembro

Sabemos que o Sol esta no zénite do equador duas vezes por ano, nos Equinocios
de marco e de setembro. Esta situacao serd analisada efetuando alguns célculos e
representando o grafico do angulo de elevacao do Sol ao longo destes dias. Para isso,
vamos usar a equagao (5.52), que apresentamos na figura 5.11, para desenhar o grafico

da variagao do angulo de elevacao do Sol ao longo destes dias (figura 5.12).

1
Bag[t ] i:= ——— % {90 Degree - Pu:cCos[Sin[t* 15 Degree]
- Degree

# ’\."rCos[SB. 7T Degree] * Cos[38.7 Degree] ] }

Figura 5.11: Equacdo §(t) para L = 38.7° e Ly = 0°

Plot[Beq[t]l, {t, 0, 24}, AxesLabel » {"t horas",

"B(t) Equinécio de Margo/Setembro-Liskoa (em graus)"}]

S(t) Equindcio de Marco/Setembro—Lishoa (em graus)

oy
s .
40 | A4
jo B N,
:  — : ' + t horas
5 i % 15 20
20t “‘-\ / g
=
_40 B \\\ //

Figura 5.12: Variacdo do dngulo de elevacao do Sol ao longo de um dia de equindcio

Como se confirma, nestes dias Lisboa tem doze horas de dia e doze horas de
noite. Podemos, também, verificar que o angulo de elevacao do Sol ao meio dia é de

51,3°. Resultados obtidos nos célculos apresentados na figura 5.13.
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FindRoot [Beq[t]l, {t, 12}]

§ S o A

FindMaximum[Be [t], {t, 4}]
$51 o3 At ¥
FindMinimum[Beq[t], {t, 17}]

§-51.3, ft-+18_}]

Figura 5.13: Raiz proxima de 12/Maximo,/Minimo de §(t)

Solisticio de junho

No Solisticio de junho o Sol estd no zénite do paralelo do Trépico de Cancer.
Vamos analisar, da mesma maneira, esta situagdo. Vamos usar a equacao (5.52)
apresentada na figura 5.14 para desenhar o grafico da variagao do angulo de elevagao
do Sol ao longo deste dia (figura 5.15).

1

Bsilt ] 1= ——— (90 Degree - ArcCos[Sin[t* 15 Degree] *
Degree

“JCOS[EB.T Degree - 23.5 Degree] *Cos[38.7 Degree + 23 .5 Degree]
+ (l-Coz2[t*15Degree]) *5in[38.7 Degree] * 8in[23.5 Degree] ])

Figura 5.14: Equacao §(t) para L = 38.7° ¢ Ly = 90°

Em Lisboa o dia tem aproximadamente 14, 7182horas ~ 14h43min e a noite
tem aproximadamente 9,2818horas ~ 9h17min, é o maior dia do ano. O angulo de
elevacao ao meio dia é de 74,8°, o Sol atinge a sua altura maxima neste dia. Note-se
que esta ¢ a maior inclinacao que o Sol atinge na latitude de Lisboa, uma vez que esta
cidade esta fora da regiao tropical e por isso o Sol nunca estara no seu zénite e nunca

atingira os 90°. Estes calculos estdo apresentados na figura 5.16.

Solisticio de dezembro

Vamos analisar, de modo anélogo, o dia em que o Sol esta no zénite do paralelo

do Tropico de Capricornio, o dia do Solisticio de dezembro. Vamos usar, mais uma
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Plot[Bgs[t], {t, 0, 24}, AxesLabel -» {"t horas",

"B(t) Seclis=ticio de Junho-Liszboa (em graus)"}]

[(t) Solisticio de Junho—Lishoa (em graus)
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Figura 5.15: Variacao do angulo de elevacao do Sol no dia de Solisticio de Junho

FindRoot[Bss[t], {t, 15}]
{t—-14.7182}

FindMaximum[fBs;[£], {t, 8}]
[{74.8, {t - 7.3591}}

FindMinimum[Bs;[t], {t, 19}]

T8, 4t >20.3501F]

Figura 5.16: Raiz proxima de 15/Maximo/Minimo de §(t)

vez, a equacao (5.52) apresentada na figura 5.17 para desenhar o grafico da variacao

do angulo de elevagdo do Sol ao longo deste dia (figura 5.18).

1
Bspl[t_ ] 1= ———— % (90 Degree - ArcCos [Sin [£% 15 Degree]

- Degree

'\J‘Cos[BB.?Degree-ZB.SDegree] *Cos[38.7 Degree + 23.5 Degree] +
(l-Cos[t*x1l5Degree]) * 8in[38.7 Degree] * 8in[-23.5 Degree] ])

Figura 5.17: Equacdo §(t) para L = 38.70 e L, = 270°

Este dia, tem aproximadamente 9, 2818horas ~ 9h17min de dia e aproximada-
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Plot[Bsxp[t], {t, 0, 24}, Axes=Label - {"t horas",

"B(t) Seclisticio de Dezembro-Lisbeoa (em graus)"}]

S(t) Solisticio de Dezembro—Lishoa (em graus)

t horas

Figura 5.18: Variacao do angulo de elevagdao do Sol no dia de Solisticio de Dezembro

mente 14, 7182horas ~ 14h43min de noite, sendo o dia mais curto do ano, é o oposto
do primeiro dia de Verao. O angulo de elevagao ao meio dia é de apenas 27,8°, o Sol

atinge a sua altura minima neste dia. Estes calculos estao apresentados na figura 5.19.

FindRoot[Bsp[t], {t, 8}]

{t »9.28181}

FindMaximum [B<p[t], {t, 4}]
{27.8, {t =»4.6409}}
FindMinimum[B:p[t], {t, 17}]

[-74.8, {t +16.6409}}

Figura 5.19: Raiz proxima de 8/Maximo/Minimo de 3(t)

O grafico da figura 5.20 mostra a variacao do angulo do Sol em Lisboa ao longo

dos dias dos equindcios (cor encarnado) e dos solisticios de junho (cor azul) e dezembro
(cor verde).

De seguida, a partir das equagoes (5.47) e (5.57), vamos determinar as longi-
tudes do nascer e por do sol e a sua variagao ao longo do ano apresentando

os correspondentes graficos para o local de latitude 38,7° quando no ponto S o
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Plot[{Teeoltip[Beql[t], "Equindcio de Margo/Setembro"],
Tooltip[Bss[t], "Selisticic de Junhe"],
Tooltip[B:p[t], "Solisticio de Dezembro"]}, {t, 0, 24},

AxesLabel -+ {"t horas", "g(t) Lisboca (em graus)"},
PlotStyle » {Red, Blue, Green}]

B(t) Lisboa (em graus)

60 -

40}

—40 [ . S

—60

Figura 5.20: Variacdo do angulo de elevacao do Sol (Equinécios/Solisticios)

Sol esta no seu zénite (meio dia).

As equacoes apresentam-se nas figuras 5.21 e 5.24. Os graficos correspondentes
estao desenhados nas figuras 5.22 e 5.25. A partir dos graficos tiramos alguns dados,

a saber

e Equinécio de margo — o Sol nasce na longitude - 90° e poe-se na longitude
90°.

e Solisticio de junho — o Sol nasce aproximadamente na longitude - 20,3865° e

poe-se na longitude 200,386°.

e Equinécio de setembro — o Sol nasce na longitude 90° e poe-se na longitude
270°.

e Solisticio de dezembro — o Sol nasce aproximadamente na longitude 200,386°

e poe-se na longitude 339,614°.
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1
An[ ] := ——— * (x Degree - ArcCos[-Tan[38.7 Degree] *
- Degree

Tan[23.5 Degree] % Sin[x Degree]])

Figura 5.21: Equacao - Longitude do nascer do sol/latitude de 38,7°

Plot[A,[x], {x, 0, 360}, AxesLabel = {"Ay (graus)", "A, (graus)"}]

A, (graus)

Ag (graus)
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Figura 5.22: Variacao ao longo do ano da longitude do nascer do sol/latitude de 38,7°

A,[920]

-20.38865

A, [270]
200.38¢6

Figura 5.23: Longitude do nascer do Sol/latitude de 38,7° (Ag = 90°/Ag = 270°)

Alguns destes resultados surgem nas figuras 5.23 e 5.26.

Como Lisboa tem de longitude - 9.1(6)° podemos realizar alguns calculos que

se apresentam na fig. 5.27 e chegar a algumas conclusoes interessantes.

Temos, entao, que quando o Sol esté no zénite do paralelo de Tropico de Cancer
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Ap[#_] := ——— % (x Degree + ArcCos[-Tan[38.7 Degree]
Degree

* Tan[23.5 Degree] x Sin[x Degree]])

Figura 5.24: Equagao - Longitude do pér do sol/latitude de 38,7°

Plot[A,[x], {x, 0, 360}, AxesLabel » {"Ag (graus)", "A, (graus)"}]
lp {graus)
450+

400

: : : . . . : Ag (graus)
50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.25: Variagao ao longo do ano da longitude do por do sol/latitude de 38,7°

A, [90]
200.386

A, [270]

339.614

Figura 5.26: Longitude do por do Sol/latitude de 38,7° (Ag = 90°/Ag = 270°)

com longitude 90° (Solisticio de junho — Ly = 23,5° e Ag = 90°), em Lisboa ja temos

aproximadamente 0, 747983horas ~ 45min de dia.

Quando o Sol esta no zénite do paralelo de Tropico de Capricornio com lon-
gitude 270° (Solisticio de dezembro — Ly = —23,5° e Ag = 270°), em Lisboa ainda

faltam aproximadamente 13,97402horas ~ 13horas e 58main para nascer o dia.
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-9.1667 -2,[90]
11.21958

(-9.1667 -2,[90]) /15
0.747983

(-9.1667 - 2,[90]) / 15 % 60
44.879

127

A,[270]
200.386

A [270] + 9.1667
209.553

(A, [270] + 9.1667) /15
13.9702

0.9702 % 60
58.212

Figura 5.27: N° de horas apds ou até ao nascer do Sol — Lisboa (Solisticios)

Vamos utilizar os dois graficos (figuras 5.22 e 5.25) para determinar a variagao

do nimero de horas de dia ao longo de um ano num ponto P qualquer sobre

a superficie terrestre na latitude 38,7°, como é o caso da cidade de Lisboa. Para

elaborar esse grafico basta fazer a diferenca entre o por e o nascer do Sol e dividir o

resultado obtido por 15, para se obter o grafico em horas, como esta indicado na figura

5.28.

Alx_] := (Ap[x] - A,[x]) /15

Plot[A[x], {x, 0, 360}, AxesLakel - {"A:

(graus) ",

"n® de horas de dia num ano em Lisboa"}]

1° de horas de dia num ano em Lisboa

uf

50 100 150 200 250 300 350

Ag (graus)

Figura 5.28: Variagao ao longo do ano do nimero de horas de dia/latitude de 38,7°
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Confirmam-se, mais uma vez, os valores que ja foram obtidos anteriormente, a
saber, na latitude de 38,7° a duracao do dia nos equinécios ¢ de 12 horas e apro-
ximadamente 14,7182 horas e 9,28181 horas nos solisticios de junho e dezembro,

respetivamente (figura 5.29).

FindMaximum [A[x], {x, 80}]
T14._ F182, {5 00.}]}

FindMinimum[A[x], {x, 260}]
1928181, {x>270.1}

FindRoot[A[x] = 12, {x, 0}]

(x> 0.}

FindRoot[A[x] = 12, {x, 180}]

{x > 180.)

Figura 5.29: Numero de horas de dia nos equindécios e solisticios

Podemos, ainda, determinar a partir da equagdo (5.45) as dire¢Oes para o

norte do nascer do Sol, em Lisboa, nos dias dos solisticios (figura 5.30).

1
* ArcTan

Wrxj =

Degree

Sin[90 Degree - 1, [90] Degree] :|

—

Cos[38.7 Degree] * Tan[23.5 Degree] - 8in[38.7 Degree] * Cos[20 Degree - A,[90] Degree]

* AreTan

8in[270 Degree - A, [270] Degree]

[Cos[BS.TDegree] *Tan[-23.5 Degree] - 8in[38.7 Degree] *Cos[270 Degree - A1,[270] Degree] ]
-59.273¢°

Figura 5.30: Dire¢ao para o norte do nascer do Sol — Lisboa (Solisticios)

Verifica-se que a direcao para o norte do nascer do Sol sao aproximadamente
59,2739° e - 59,2739° nos dias dos solisticios de junho e dezembro, respetivamente.
Note-se que, é facil de entender que o angulo correspondente ao solisticio de junho

seja positivo e que o angulo que corresponde ao solisticio de dezembro seja negativo.
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A titulo de curiosidade, vamos determinar dois pontos S da superficie ter-
restre tais que quando num deles é meio dia (isto é, o Sol esta nesse instante
no seu zénite), em Lisboa esta a nascer ou por-se o Sol, respectivamente.

Para isso, utilizdmos uma equacdo equivalente a equacao (5.40), a saber

tan —cosA (5.59)
a = .
1 tan L sin¢ + cosesin A

e as equagoes (5.53) e (5.54).

Comecamos por apresentar a latitude e longitude de S para o instante em que

¢ meio dia em S e o Sol estd a por-se em Lisboa (figura 5.31).

-Cos[-9.17 Degree]
tang =

Tan[38.7 Degree] *8in[23.5 Degree] + Cos[23.5Degree] *8in[-9.17 Degree]

-5.69621

Q, = ArcTan[tany] /Degree

-80.042¢%

tan;g, = tang * Cos [23.5 Degree]

=5.22317

Agp = ArceTan[tan;s,] /Degree

—79.1628

sin;z, = 8in[23.5 Degree] % Sin[Q, Degree]

-0.392743
Lgp = AreSin([sin;g,] /Degree

2231353

Figura 5.31: Meio dia no ponto S e o Sol poente em Lisboa

Apos os calculos anteriores temos que este ponto S tem de latitude - 23,1253°
e de longitude - 79,1628°. De facto, se usarmos a equacao (5.42) confirmamos que o
angulo 6§ = —90° (figura 5.32).

Vamos agora apresentar a latitude e longitude de S para o instante em que é

meio dia em S e o Sol estd a nascer em Lisboa (figura 5.33).

Apos os calculos anteriores temos que este ponto S tem de latitude 23,1253° e
de longitude 100,837°. Se usarmos, da mesma maneira, a equagao (5.42) confirmamos

que o angulo 6 = 90° (figura 5.34).
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cosg, = Cos[38.7 Degree] x Cos [Ag, Degree + 9.17 Degree]

%* Cos [Lg, Degree] + S5in[38.7 Degree] » Sin[Lgs, Degree]
_2. 71556 %A

8, = —ArcCos[cosa;,] /Degree

Figura 5.32: 6 = —90°

Q. =180 +Q,

96.9571

Asp = 180 + Ay
100.837

2inkle, = 8in[23.5 Degree] * Sin[Q, Degree]
0.392743

L., = ArcSin[sinlL:,] / Degree

23451253

Figura 5.33: Meio dia no ponto S e o Sol nascente em Lisboa

co2g, = Cos[38.7 Degree] % Cos [Ag, Degree + 9.17 Degree]

# Cos[L:, Degree] + 8in[38.7 Degree] * 8in[L:, Degree]

BB R f (e 1 i

8, = ArcCos [coss,] / Degree

O,

Figura 5.34: 6 = 90°

5.5 Vantagens e desvantagens matrizes/angulos de
Euler /quaternioes
A teoria dos quaternioes desde que foi introduzida encontrou muitas aplicacoes

na mecanica classica, mecanica quantica e na teoria da relatividade [Muk02]. Um

dos exemplos conhecidos ¢ o de James Maxwell que, em 1864, usou os quaternioes no
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seu trabalho sobre as ondas eletromagnéticas [Wikb12]. Mais tarde, usando a teoria
de Maxwell, Marconi inventou o primeiro telégrafo em 1895 e posteriormente a radio
[Wike12]. No entanto, apos o inicio do século XX os quaternides foram um pouco

esquecidos.

Tradicionalmente tém sido usadas matrizes para representar rotacoes a trés
dimensoes. Note-se que, além disso, podemos representar, matricialmente as trans-
formacoes de escala, translagoes, etc... No entanto, as matrizes de rotacao apresen-
tam algumas desvantagens entre as quais: tém 9 graus de liberdade; 6 restrigoes
de ortogonalidade (as linhas e colunas da matriz sdo ortogonais); risco de erros de

arredondamento na concatenagao de matrizes |Pin06, p. 64].

Os angulos de Euler sao, analogamente, os mais usados para representar ro-
tacoes na computacao grafica, mas como sabemos podem causar alguns problemas,
entre os quais, a ocorréncia de gimbal lock; haver sequéncias eixo-angulo diferentes
para representar uma rotagao; a representagao da concatenagao de varias rotagoes é
complexa. No entanto, esta representacao é muito util porque envolve apenas 3 graus

de liberdade, é eficiente, além de que a sua utilizacao é um processo muito intuitivo.

Atualmente os quaternides estao a ser cada vez mais usados em varias areas,
entre as quais as apresentadas neste trabalho, mas de facto com maior incidéncia na
area da computagio gréafica (representagdo de cenas em 3D) e na robotica, isto é, na
animacao de gréficos tridimensionais e na geragao de trajetorias em robotica [Lau06,
p. 29]. O aumento do uso dos quaternioes ficou-se a dever a terem sido apresentados
“de novo” em 1985 por Ken Shoemake, quando este expos o seu artigo “Animating
Rotation with Quaternion Curves” na conferéncia SIGGRAPH (Special Interest Group
on Computer Graphics) e anunciou os quaterniées como uma boa solu¢do na obtengao
de rotagoes de objetos em 3D e na movimentacao de cameras de filmar, expondo as
deficiéncias que apresentavam os métodos usuais de utilizacao dos angulos de Euler
[Han06, pp. 9-11].

A partir da computacao grafica o dominio da aplicacao dos quaternites expandiu-
se para a animacao em 3D, provocando uma grande evolugao da indtstria cinematogra-
fica e nos jogos de computadores, numa tentativa de aproximagao do mundo virtual a
realidade. Como exemplos, refira-se que a Walt Disney Pictures, unida com os estidios
Pixar, produziu filmes de grande éxito, a saber: Toy Story (1995), A Bug’s Life (1998),
Toy Story 2 (1999), Monsters Inc. (2001), Finding Nemo (2003), entre outros e,
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no jogo Tomb Raider, a personagem Lara Croft é animada com quaternides [Pin06,
p. 9]. Algumas industrias cientificas tém usado a animagao em 3D, nomeadamente
na medicina, advocacia, arquitetura e visualizagdo de um produto [Beal2, p. 25]. A
robotica também teve um grande desenvolvimento em consequéncia desta evolucao
da computacao grafica, e tem sido implementada nas cirurgias, onde um robd é
manipulado pelo cirurgiao com um joystick. A titulo de curiosidade, refira-se que estes
robos podem ser manipulados a distancia, tendo as primeiras aplicacoes da roboética
cirurgica sido desenvolvidas pela NASA com o objetivo de operar a distancia um

astronauta que estivesse, por exemplo, a caminho de Marte [Fil12].

Os quaternioes unitérios apresentam a desvantagem de representarem apenas
rotagoes, sendo além disso geometricamente pouco intuitivos. O seu uso pode tam-
bém causar alguma indeterminacao na orientacao dos eixos, uma vez que q € —q
representam a mesma rotacao. No entanto, apresentam vantagens relativamente as
outras representacoes, a saber, tém 4 graus de liberdade; tém de respeitar apenas 1
restricdo (a norma ser 1); é facil representar o quaternido correspondente a composta
de duas rotacoes, bastando multiplicar os quaternioes correspondentes a cada uma
delas; o problema gimbal lock nao surge com os quaternioes; nao estao condicionados
pelo sistema de coordenadas, por isso, nao existe uma preocupacao com a ordem das

rotagoes (como acontece nos angulos de Euler).

Uma outra vantagem que nao foi estudada neste trabalho, tem a ver com a
interpolagdo linear esférica (SLERP). Esta interpolacao e a formula correspondente
foi apresentada por Shoemake [Sho85, p. 248| com a finalidade de obter movimentos
mais suaves na animagao de objectos em 3D [Han06, pp. 9-11], sendo a obtencao de
movimentos mais proximos dos naturais um dos problemas que enfrenta a programacao
grafica [Mil06, p. 3]. Sendo problemética a interpolagdo linear esférica nas outras

representacoes, nos quaternioes ela é perfeita.
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Conclusoes

Na conclusao deste trabalho impde-se, de uma forma abreviada, apresentar as

principais linhas estruturantes da anélise ao nosso objeto de estudo.

Este trabalho inicia-se por uma explicagao sumaria do porqué da escolha desta

tematica.

No capitulo 2, aludimos a uma nota historica que descreve a genialidade de um
matemético em busca de um sonho, na procura de uma forma de capturar algebri-
camente alguma da geometria do espaco tridimensional. Explica-se como Hamilton
chega e difunde as suas descobertas e, ainda, quais as reacoes da comunidade cientifica

a estas novas ideias e concepgoes.

No terceiro capitulo, fazemos uma introducao ao estudo dos quaternioes e das
suas diferentes representagoes, dando relevo as suas principais propriedades. Faz-se,
ainda, a exposicao de resultados algébricos muito tteis, nomeadamente no ambito dos
quaternioes unitarios. Estes contetidos sao fundamentais uma vez que sustentam os

capitulos seguintes.

No capitulo 4 abordamos as rotacoes em R? recorrendo a matrizes. Fazemos
uma distin¢ao entre rotacoes do referencial e rotacoes dos pontos em R3. Sao descritos
alguns resultados sobre matrizes de rotacao considerados essenciais. Descrevemos as
rotacoes usando quaternides unitarios, obtendo o operador quaternionico de rotacao.
Introduzimos os angulos de Euler e as sequéncias eixo-angulo de Euler, que vao

ser utilizadas ao longo do capitulo 5, que sao fundamentais para a compreensao e

133
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o estudo de alguns dos exemplos apresentados. Aparecem, também, as conversoes
entre matrizes/eixo-angulo e matrizes/quaternides, acrescentando-se e alargando-se

aos angulos de uma sequéncia eixo-angulo de Euler.

No capitulo 5 defendemos a utilidade dos quaternioes através de diferentes
aplicagoes, nomeadamente, a trigonometria esférica, onde se determinam algumas das
formulas trigonométricas mais usadas, além de se apresentar uma conjetura de uma
igualdade que relaciona o lado e o angulo complementar do angulo interno de um
poligono regular na esfera unitaria. Na aerondutica pesquisamos quaternionicamente
uma das sequéncias de eixo-angulo de Euler mais usadas na navegacao aérea. Fazemos
o estudo dos angulos de orientacao Heading, Elevation e Bank, também chamados
de “Yaw”, “Pitch” e “Rol”, respetivamente. Nesta fase, fazemos a analise matricial e
quaternionica e explicamos o efeito gimbal lock. Seguidamente, é dado um exemplo
de engenharia aeroespacial onde se estuda e determina, num dado momento, usando
os quaternioes, a efeméride de um satélite que orbita proximo da Terra. Comple-
mentarmente, evidenciamos um exemplo na astronomia onde os quaternioes permitem
determinar equacoes que descrevem o resultado da agao conjunta dos movimentos de
translagao e rotacao da Terra. Neste dominio, descrevemos o caso particular de Lisboa,
onde se apresentam e analisam calculos e graficos, nomeadamente: da variacao do
angulo de elevacao do Sol nos equinécios e solisticios; da variagdo da longitude do
nascer e pdr do Sol ao longo de um ano; da variacao ao longo do ano do nimero de
horas de dia; das direcoes, relativas ao Norte, do nascer e do pér do Sol nos solisticios;
do calculo de dois pontos da superficie terrestre tais que quando num deles é meio dia
(isto é, o Sol esta nesse instante no seu zénite), em Lisboa esta a nascer ou por-se o Sol,
respectivamente. Por tltimo, fazemos uma referéncia a importancia que os quaternioes
tém, na atualidade, na industria de animacao em 3D (cinema, jogos de computador
e de televisao, na producao de software — o programa Wolfram Mathematica 6.0
contém, o “Quaternions Package”) e também na roboética, sendo esta aplicagio recente
importante na realizacao de cirurgias. Terminamos com a apresentacao das vantagens

e desvantagens dos quaternides/matrizes/angulos de Euler nas rotagoes em R3.

Este trabalho aborda a temética dos quaternioes, um dominio da matematica
absolutamente empolgante. Ninguém pode referir que tem solucao para tudo, mas
podemos afirmar que a matematica tem solugoes que sao essenciais para estruturar e

clarificar uma sociedade em constante mutacao. “F que a Matemdtica estd implemen-
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tada ao nivel do software ou estd por detrds da concepcao do instrumento, ou ainda
das idetas que levaram ao desenvolvimento das tecnologias... Nao € pois wvisivel a “olho
nu”... 7 [Macll]. Escreveram, também, Douglas M. Campbell e John C. Higgins
“Os matemdticos adoram a Matemdtica pela sua beleza e ordem. A sociedade tolera a
Matemdtica por ser tao til” |[CH84, p. 255].

Num trabalho desta natureza surgem muitas davidas, incertezas, indecisoes e
interrogacoes que se mostram importantes no desenvolvimento de novas formas de
pensar a matemaética. Pode-se dizer como Jilio Pomar que “as minhas duvidas sao
0 meu material mais precioso” [Pom04, p. 30]. E um exercicio que se desenvolve
todos os dias, onde se encontram novos caminhos, se fazem pequenas descobertas. Por
vezes apetece dizer como Sophia de Mello Breyner Andresen num extrato do poema
“Deriva”“ (... ) e assim contando quanto vi, ndo sei se tudo errei ou descobri” [Tav06,
p. 8]. Também o mateméatico Bento Jesus Caraga tinha uma frase lapidar sobre a
ponderagao e preparacao de um trabalho quando defendia que as “(...) hesitagdes,
duvidas, contradigoes, que so um longo trabalho de reflexao e apuramento conseque
eliminar, para que logo surjam outras hesitacoes, outras diuvidas, outras contradi¢oes”
[Car98, p. vii]. Espera-se que esta tematica dos quaternides possa continuar a clarificar
o futuro com a ajuda de todos aqueles que se interessam e venham a justificar o
seu tempo na procura de novas descobertas deste fenémeno. Perspetivando o futuro
pensamos aprofundar a médio prazo este estudo, alargando-o ao dominio da animacao
3D que consideramos ser um assunto fascinante e que transmite felicidade a quem o
trabalha. Parafraseando Alfréd Rényi “If I feel unhappy, I do mathematics to become
happy. If I am happy, I do mathematics to keep happy™ [Tur70, pp. 199-200].

Em sintese, a algebra descoberta por Hamilton impulsionou o modus operand:i
do mundo moderno, permitindo melhorias basilares, apontando novos caminhos per-
manentes de evolucao e, com a dedicacao e trabalho de mateméticos, no futuro,
teremos novas ideias e perspetivas na consecucao de novas descobertas neste dominio.
Esperemos poder um dia afirmar que a nossa vida gira a volta de “Os Quaternides e

as suas Aplicagoes”.

LSe me sinto infeliz, faco matemdtica para ficar feliz. Se estou feliz, faco matemdtica para

continuar feliz.
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